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课堂 评价 中 的 “有 所 言 有 所 不 言 ” 


315100 浙江 省 宁波 市 鄞州 实验 中 学 ” 蔡 卫 兵 


数学 课堂 评价 是 教师 对 学 生 在 数学 课堂 
上 的 学 习 态 度 、 方 法 、 过 程 、 效 果 等 方面 进 
行 点 评 的 过 程 , 它 主要 起 着 反馈 、 激 励 、 调 控 
和 导向 的 作用 . 教师 运用 恰当 的 语言 作出 课 
党 教学 即时 评价 能 够 点 燃 学 生 思 维 的 火花 , 让 
理智 与 冲动 交融 , 让 知 力 与 情感 碰撞 , 让 课堂 
焕发 出 生命 的 色彩 , 若是 不 恰当 的 语言 便 能 凝 
问 上 其 至 扼杀 学 牛 的 思维 , 导致 评价 效果 大 打折 
扣 , 甚至 适得其反 . 笔者 在 复习 《 圆 的 基本 性 
质 》 时 和 白 编 了 一 道 白 以 为 袍 盖 圆 基本 性 质 的 
主要 知识 点 的 “好 题 *", 因 “ 有 所 言 有 所 不 言 ” 的 
由 时 评价 而 出 现 了 “有 理 有 据 的 解法 、 五 花 八 
门 的 结果 ”, 由 此 发 现 “ 好 题 ? 是 道 “ 错 题 "， 同 样 
是 * 有 所 吝 ;有 所 不 言 > 的 即时 评价 而 促进 了 “ 紧 
急 刹 车 "还 是 “顺势 通过 ”的 自 编 错 题 的 再 探究 
和 笛 改 编 , 可以 说 是 精彩 纷 旺 , 实现 了 “ 言 简 意 
峰 ”、 “ 彰 之 有 物 ” 的 和 谐 统一 ， 从 而 达到 “证 i 语 
妙 大 下 ”的 境界 . 

1。 有 所 言 有 所 不 言 一 一 课堂 教学 即时 评 
价 的 时 机 性 

作者 的 身 编 “ 好 题 ?: 如 图 1, 已 知 正方 
形 A4BCD 内 接 于 圆 O， LBAC 的 平分 线 交 
圆 O 于 点 已 , 交 BC 于 点 PP, 连结 BE，(1) 求 
证 APEBwABEAh; (2) 若 PE =1, P4= 3， 
求 圆 O 的 半径 7. 

此 题 对 于 学 生来 说 问题 情境 还 是 比较 部 
悉 的 , 且 题 目 中 都 是 显 性 的 条 件 , 考查 同 圆 中 
相等 的 圆周 角 所 对 的 弧 相 等 、 等 弧 所 对 的 圆周 
朋 相 等 、 和 锋 弧 对 等 弦 、90° 的 圆周 角 所 对 的 蓄 
为 直径 、 三 角形 相似 的 判定 与 性 质 和 勾 股 定 
理 , 同时 考查 学 生 审 图 、 分 析 图 中 边 角 关 系 的 
解 题 能 力 . 第 (1) 小 题 的 解答 略 , 以 下 是 学 生 对 
于 第 (2) 小 题 的 解答 . 

生 1 答 :由 APEBABEA 得 = 
-. BE = 2. 


3 


连结 CB， 由 4EB 平 分 BAC 


得 BE-CE, "CE = BE = 2， 由 圆周 伯 
ZABC = 人 LAEC 二 90° 得 RtAAEC, … AC = 
2V5， 根据 90? 的 圆周 角 所 对 的 弦 为 直径 得 
4C 为 直径, … 圆 O 的 半径 7 = V5. 





图 1 
角形 相似 的 性 质 先 求 


师 评 : 生 1 利 用 三 
出 吾 已 , 再 利用 与 圆 相 关 的 性 质 、 定 理 求 出 圆 
的 直径 和 半径 (这 是 教师 预 设 的 解 题 方 案 , 们 
教师 没有 给 予 肯定 或 否定 的 评判 ). 








生 2 答 : 我 的 答 答案 是 30， 跟 生 1 一样 先 
求 得 BE 二 7 = 
PE 1 
BE = 7 在 Rt 和 AABP 中 最 据 勾 股 定理 可 
求 得 PB 二 3 从 而 AB = 5 . 在 等 脐 
Rt 人 AABC 中 可 求 得 4C = SY ov . 圆 O 的 半 
, 3V10 
人 径 ?> 一 . 


师 评 : 生 2 利 用 三 角形 相似 的 性 质 找到 
PB 与 4B 是 1:2 的 关系 , 再 由 刍 股 定理 计算 得 
出 (这 是 出 乎 教师 预 设 思路 的 解 题 方案 , 合 悄 
合理 , 虽然 答案 不 一 样 , 但 教师 还 是 没有 给 予 
肯定 或 否定 的 评判 ). 

生 3 答 : 我 的 答案 是 V10, 由 生 2 的 解答 可 
知 和 全 = > 即 PB = PC. 在 RtAPEC 路 , 根 
据 勾 役 定 理 可 求 得 P = PC = V5,.. AB = 
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BC = 2V5，.… 
一 V10. 

生 4 答 : 由 生 3 的 解答 可 知 PB = PC', 再 


4C = 2V10, :…. 圆 O 的 半径 


由 A PEBoA 人 PCA 得 一 二- PB = 
PO TV AB = BC = 2VS, . AC' = 


2V6, ., 圆 O 的 半径 r = V6. 
生 5 答 : 由 生 4 的 解答 可 知 PB = PC = 
V3, 再 由 APEBoAPCA 得 5 -了 LE 


Bp PC 
AG: 而 BE=2,.. AC = 2 .“. 圆 O 的 半 
径 7 = V3. 


师 评 : 大 家 都 持 之 有 故 , 言 之 有 理 , 为 什么 
会 是 “有 理 有 据 的 解法 , 五 花 八 门 的 结果 ” 呢 ? 

即时 评价 是 在 学 生 回答 后 立刻 作出 ?还 是 
在 学 生发 言 过 程 中 打 断 学 生 而 作出 ? 或 是 等 一 
个 讨论 阶段 结束 而 作出 ? 什么 时 候 该 评价 ? 什 
么 时 候 可 以 缓 一 组 评价 ? 这 就 是 课堂 教学 即时 
评价 的 时 机 性 了 ， 有 时 可 以 让 学 生 畅 所 欲 言 ， 


使 其 在 与 其 他 同学 的 交流 中 主动 修正 自己 的 观 


点 , 共同 构建 完整 的 学 习 体 系 ; 有 时 学 生 在 知 
无 不 言 、 襄 无 不 尽 中 生成 的 观点 也 可 能 成 为 宝 
趴 的 教学 资源 ; 有 时 教师 故意 设 “ 国 套 ”", 让 学 
生 顺 着 设计 的 思路 往 里 面 钻 , 欲擒故纵 , 欲 抑 
先 扬 , 而 教师 不 立即 作出 评价 , 对 他 们 的 思维 
活动 结果 不 过 早 表 态 ， 等 到 最 后 学 生 忱 然 大 悟 
时 教师 的 评价 无 疑 于 “画龙点睛 ”了 . 
2. 言 简 意 赎 一 一 课堂 教学 即时 评价 的 精 

确 性 

精确 性 是 指 既 要 准确 、 到 位 , 又 要 简练 、 
精练 ， 然 而 因为 即时 评价 的 “即兴 ”， 导致 课堂 
教学 中 不 少 教师 的 评价 语言 哆 嗪 , 轻率 地 重复 
学 生 或 自己 的 话 , 而 大 多 数 的 口头 重复 却 是 低 
效 甚至 是 无 效 的 . 

生 6 答 : 由 图 可 知 , 点 马 为 弧 BC 的 中 点 ， 
显然 点 忆 为 BC 的 中 点 是 不 可 能 的 . 

师 评 : 很 好 , 非 等 腰 三 角形 的 顶 角 平分 线 
与 底 边 上 的 中 线 不 重合 ，PB 关 PC (这 是 问题 
原因 的 一 个 重要 线索 , 教师 给 予 肯定 的 评价 ， 
这 里 的 评价 具有 局 发 性 ). 这 到 底 是 怎么 回 事 
呢 ? PB 关 PO, 但 又 可 以 推理 出 点 忆 为 BC 的 
中 点 , 刚才 是 怎么 得 出 点 忆 为 BC 中 点 的 ? 


款 学 堵 学 . 7 


生 7 答 : 将 PE = 1, PA = 3 代入 相似 三 
角形 对 应 边 的 比例 式 计 算得 出 , 难道 问题 是 出 
在 题目 本 身 的 PE = 1 P4=3 的 条 件 上 吗 ? 

师 评 : 分 析 得 有 道理 . 为 什么 是 条 件 忆 已 = 
1 与 PC4 =3 有 问题 呢 ? 

生 8 答 : 也 许 PB = 1 与 PA = 3 是 矛盾 的 
条 件 , 不 可 能 同时 成 立 . 

生 9 管 : 是 的 , 设 圆 O 是 正方 形 ABCD 的 
外 接 圆 , 作 LBAC 的 平分 线 交 BC 于 点 已 交 
圆 D 于 点 如 PA 久久 定 ， PE 的 长 也 随 





师 评 : 思 考 得 很 深刻 那 22 的 值 是 多 少 
呢 ? 

生 10 答 : 如 图 2， 连结 OO 也 交 BC 于 点 到 
由 垂 径 定理 可 知 O 再 LBC, .. EF/AB, .. 2 


_E PA 


5, 设 OF = FB=k, 则 AB = 2k, EF = 
.£2 V2—1 .1 


OE—OF = = -一 一 x 3: 


(V2— 1)k,. 





师 评 : 分 析 得 很 精彩 , 这 说 明 PE = 1 与 
P4=3 是 地 盾 的 条 件 . 

评析 : 问题 环 环 相 扣 , 学 生 终 于 明白 “有 理 
有 据 的 解法 , 五 花 八 门 的 结果 ”的 问题 出 自 哪 
里 , 在 反驳 中 探求 真理 , 从 错误 中 获得 反思 . 教 
师 要 苦于 从 学 生 反 馈 的 信息 中 , 敏锐 地 捕捉 到 
其 中 的 可 利用 之 处 、 有 价值 之 处 , 即时 给 予 肯 
定 和 表扬 , 让 学 生得 到 思想 上 的 启发 和 净化 ， 
这 样 教 学 昌 标 亦 顺 理 成 章 地 实现 . 此 过 程 中 教 
师 的 即时 评价 要 简练 、 字 少 语 精 、 提 纲 部 领 ， 
但 充满 理性 、 灵 动 和 有 效 . 言 简 意 赚 , 是 我 们 
应 追求 的 目标 . 

3. 言 之 有 物 一 一 课堂 教学 即时 评价 的 丰 
高 性 


7-2 就 学 教学 


对 学 生 的 发 言 , 教师 要 善于 抓 住 其 闪光 所 
进行 延伸 , 恰当 地 评价 , 多 作 描 述 性 的 评价 , 多 
用 一 些 富有 个 性 的 评价 语言 . 

师 : 我 们 根据 上 述 的 分 析 和 探究 , 能 和 否 改 
变 一 下 问题 的 条 件 , 使 其 成 为 一 个 正确 的 问题 
呢 ? 

生 11 答 : 去 掉 原 问题 中 PA = 3 这 个 条 件 ， 
其 他 条 件 不 变 , 求 圆 O 的 半径 7. 

师 评 : 反应 真 快 ! 你 们 看 , 去 掉 P4 = 3 这 
个 条 件 , 能 和 否 求 出 圆 O 的 半径 >? 显然 可 根 
据 7 一 v2-—1 先 求 出 PA = 2(V2 + 1)， 





进一步 可 求 得 CE = BE = V2+1 AC? = 


CE + AE? = 20 二 14V2 7 = 3AC = 


5 20 + 14V2. 

生 12 答 : 如 图 3， 将 原 问 题 中 正方 形 
ABCD 改 为 矩形 4BCD, 其 他 条 件 不 变 , 求 图 
O 的 半径 7. 





图 3 


师 评 : 有 新 意 ! 在 四 边 形 4BCD 为 正方 
形 的 前 提 下 PE = 1 与 P4 = 3 是 矛盾 的 条 件 ， 
改 为 矩形 ，PE = 1,， PA = 3 能 成 立 吗 ? 显 
然 7 = V5, 此 时 4B = 5 Bc = 8V5 

生 13 答 : 如 图 4，RtA4BC 内 接 于 圆 O， 
ZABC = 90°, 其 他 条 件 不 变 , 求 圆 O 的 半径 
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师 评 其 实在 生 12 的 改编 中 ,解答 显 
然 不 涉及 和 矩形 4BCD 中 的 RtA4DC 部 分 ， 
生 13 的 改编 完全 可 以 . 

生 14 答 : 如 图 5， 将 生 13 的 改编 题 中 
ZABC = 90° 改 为 ZA4BC = 60°, 其 他 条 件 
不 变 , 求 圆 O 的 半径 >. 


图 5 

师 评 : 将 90? 改 为 60°? 能 否 求 出 贺 O 的 半 
径 呢 ?显然 在 人 和 ACE 中 , CE = 2, AE = 4, 
ZAEC = 60°, 因此 AC = 2V3, LACE = 90°, 
所 以 AE 为 圆 O 的 直径, 半径 > = 2. 

生 15 答 : 如 图 6,， 将 生 14 的 改编 题 中 
LABC = 60° 改 为 ZBAC = 60°, 其 他 条 件 
不 变 , 求 圆 O 的 半径 7. z 





师 评 : 如 果 已 知 ZBAC = 60°, 可 以 求 
出 圆 O 的 半径 吗 ? 显然 可 得 ZEOC = 60?， 
A 人 OEC 为 等 边 三 角形 , 而 CE = 2, 所 以 半径 
rr 二 2. ' 

生 16 答 : 将 人 4BC 中 的 ZBAC = 60? 改 
为 ZBAC = a, 其 他 条 件 不 变 , 用 含 a 的 三 角 
沙 数 式 表 示 圆 O 的 半径 7. 

师 评 : 妙 极 了 ! 生 16 运 用 从 特殊 到 一 般 
的 思想 方法 , 仍然 可 得 LEOC = a, 而 CE = 
2, 所 以 半径 > = 一 二. 

Sn 一 ， 
评析 : 学 生 是 灵动 的 集体 , 萄 藏 着 巨大 的 
(下 转 第 7 一 40 页 ) 
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钼 得 深 一 点 , 想 息 得 迁 秀一 些 
一 一 抛物 线 几 何 性 质 教学 的 断想 
211100 南京 市 江宁 高 级 中 学 ” 陈 立 军 钱 旭 琴 


1. 问题 的 提出 

近日 , 笔者 所 在 备课 组 进行 集体 备课 活动 ， 
内 容 是 研讨 抛物 线 几何 性 质 的 教学 . 多 数 老师 
认为 可 类 比 椭圆 、 双 曲线 的 几何 性 质 及 研究 方 
法 , 结合 抛物 线 的 标准 方程 , 放手 让 学 生 自 主 
来 研究 抛物 线 的 几何 性 质 . 但 有 老师 提出 , 椭 
圆 的 性 质 包 括 范围 、 对 称 性 、 顶 点 、 离 心率 ， 


双 曲 线 的 性 质 包括 范围 、 对 称 性 、 顶 点 、 渐 近 


线 、 离 心率 , 教材 例 2 直 接 给 出 当 灯 泡 安装 在 
抛物 线 的 焦点 处 时 , 经 反光 曲面 反射 后 的 光线 
是 平行 光线 , 如 果 课堂 上 有 学 生 提 出 抛物 线 有 
没有 渐 近 线 , 离心 率 是 多 少 , 经 反光 曲面 反射 
的 光线 为 什么 是 平行 的 , 怎么 办 ? 其 实 这 三 个 
问题 有 清晰 的 “知识 固着 点 "( 抛 物 线 的 几何 性 
质 ), 与 学 生 的 知识 水 平 有 一 定 的 潜在 距离 , 如 
果 我 们 能 钻 得 深 一 点 , 想 得 透 一 些 , 这 正 是 促 
进 学 生 进行 探究 性 学 习 、 反 思 性 学 习 的 极 好 站 
机 和 素材 

2. 教学 设计 片段 简 述 

实际 教学 中 , 笔者 对 这 三 个 问题 分 别 采用 
了 三 种 不 同方 式 来 “分 而 治之 ”, 有 效 促进 了 学 
生 积极 、 主 动 地 思考 探究 . 问题 1 运用 类 比 探 
究 来 解决 , 问题 2 是 通过 引导 学 生 对 椭圆 、 双 
曲线 标准 方程 推导 过 程 的 反思 促进 概念 理解 ， 
问题 3 激发 学 生 课 后 自主 探究 , 开辟 * 第 二 课 
堂 ”. 课堂 寺 , 类 比 椭 团 、 双 曲线 的 几何 性 质 及 
研究 方法 , 结合 抛物 线 的 标准 方程, 研究 了 抛 
物 线 的 范围 、 对 称 性 、] 顶 点 、 开 口 方 向 , 随后 
笔者 主动 提出 下 面 该 研究 抛物 线 的 哪些 性 质 ? 
学 生 很 自然 地 问 道 , 抛物 线 有 没有 渐 近 线 , 离 
心率 是 多 少 ? 

2.1 抛物 线 有 没有 渐 近 线 ? 


很 多 同学 随即 给 出 猜想 , 但 学 生 之 间 自 发 
地 有 了 追问 : 车 有 , 求 出 方程 ， 若 没有 , 为 什 
么 ?为 了 帮助 学 生 探究 这 个 问题 , 笔者 先 引 导 
学 生 回 顾 双 曲 线 中 渐 近 线 的 概念 和 证 明 方 法 ， 


z2 2 
从 中 获得 局 发 . 方程 一 二 1 为 例 , 其 


渐 近 线 方程 为 y = 二 22， 即 随 着 的 增 大 , 双 


曲线 上 的 点 无 限 接近 于 直线 y = 二 2， 但 永 不 
相交 . 具体 说 明 的 方法 可 以 通过 计算 模 坐 标 相 
同时 对 应 点 的 纵 坐 标 差 , 也 可 以 直接 计算 双 曲 
线 上 的 点 到 直线 y 二 +2z 的 距离 以 第 一 种 
方法 说 明 为 例 , 如 图 1, 设 点 M(x,yj 为 双 曲 线 


”在 第 一 象限 的 点 , 过 点 M 作 MNJ1z 轴 , 垂 足 


为 点 N(x,0), 直线 MN 交 直 线 y 一 2 于 点 已 
2 
则 PM = 2 DV 0 2 -2. 


十 Vz2 一 a2 
显然 ， 当 Y 造 】 正 元 郁 公 时 VT 5 记 起 


于 正 无 穷 大 “ 一 趋 于 0, 即 PM 的 


长 趋 于 0， 但 不 安 嘻 王 0 这 说 明 ， 随 着 zx 的 
增 大 , 双 曲 线 在 第 一 象限 内 的 点 在 直线 y = 


&. 的 下 方 且 逐 浙 接近 于 这 条 直线 因此 , 直 
线 y 二 2z 是 双 曲线 的 渐 近 线 同 理 可 以 说 明 


直线 y = -2z 也 是 双 曲 线 的 渐 近 线 . 

学 生 获 得 关于 渐 近 线 概 念 的 理解 和 推 
导 方 法 的 启发 后 ,自然 地 将 已 有 的 知识 经 
验 和 方法 技能 迁移 到 对 新 问题 的 探究 上 来 . 
设 抛物 线 妨 = 2pz (p > 0) 的 渐 近 线 方程 
为 y = kz 十 5( 根 据 直观 , 不 妨 设 kK、5b 为 正 
常数 )， 如 图 2, 设 点 M(z, 胃 为 抛物 线 在 第 
一 人 象限 的 点 ， 过 点 MM 作 和 MNJ4z 轴 ， 和 惟 足 为 


堵 学 款 学 








点 N(x,0)， 直 线 MN 交 直线 y = kz 十 b 于 
点 P, 则 PM = kz 十- V2px, 问题 转化 为 
当 z 趋 于 正 无 穷 大 时 ， PM 的 取 值 范围 的 讨论 . 


可 令 V32pr = 了 则 z = 一 5’ 得 PM 一 二 - 
k 2 
t 十 六 二 记 (t-2) 可 因为 k > 0,p > 0 


k 
所 以 PM > b 一 交 ， 当 b = at = 记 时 ， 
PM = 0. 这 说 明 PM 有 可 能 为 0, 且 随 荐 zx 的 
增 大 ，PM 越 来 越 大 . 如 此 就 论证 了 抛物 线 确 
实 不 存在 渐 近 线 . 
2.2 抛物 线 的 离心 率 是 多 少 ? 
对 于 这 个 问题 , 课堂 处 理 的 方案 有 多 种 . 
一 是 直接 告诉 学 生 绪 论 ; 二 是 先 “ 冷 一 冷 ", 待 
到 有 了 癌 锥 曲线 统一 定义 后 学 生 自 然 理 解 ， 实 
际 教学 中 , 笔者 选择 当世 引发 认 知 站 盾 , 引导 


学 生 深入 反思 学 习 过 程 , 促进 学 生 的 概念 理解 ， 


逐步 完善 学 生 的 认 知 结构 . 课堂 教学 实录 如 下 : 
师 : 大 家 回忆 一 下 , 椭 阅 、 双 曲线 的 离心 
率 e 是 什么 ? 在 抛物 线 中 该 如 何 定义 离心 率 ? 
生 1: 在 椭圆 、 双 曲线 中 e = 一， 而 抛物 线 
中 没有 aa 和 ec, 所 以 抛物 线 没 有 高 心率 . 
生 2: 有 , 抛物 线 的 离心 率 e = 1. 
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师 : 你 是 怎么 知道 的 ? 

生 2: 昨天 预习 知道 抛物 线 的 离心 率 e = 
-全 (F 是 抛物 线 焦点 ), 由 抛物 线 的 定义 可 
知 MF 二 d, 所 以 e 二 1. 

师 : 这 位 同学 能 提前 预习 , 值得 大 家 学 
习 , 很 好 . 现在 我 们 知道 档 回 、 双 曲线 中 交 
心率 e = ,而 在 抛物 线 中 离心 率 e = (说 
到 这 , 教 演 有 窃窃 私语 声 ), 有 问题 吗 ? 

生 3: 为 什么 离心 率 的 定义 不 一 致 ? 

生 2 面 有 难 色 , 那 大 家 怎么 考虑 ? 笔者 问 
道 ， 有 学 生 在 座位 上 小 声 吐 咕 , 它们 之 间 应 该 
是 一 致 的 . 如 何 说 明 ? 笔者 继续 追问 . 稍 项 , 笔 
者 提示 学 生 回顾 椭 贺 、 双 曲线 标准 方程 的 推导 
过 程 , 看 有 没有 新 的 发 现 .学 生 们 立即 在 草稿 纸 
上 演算 起 来 . 过 了 一 会 儿 , 有 学 生 举 手 示意 . 

生 4， 以 椭圆 标准 方程 的 推导 为 例 ,由 

(z 一 C2 十 十 V(x 十 c)2 十 y= 2a 移 项 后 
平方 化 简 可 得 avV(z 一 cc? 十 访 = ao 一 ez, 将 其 
变形 为 A = 和 ,该 式 的 几何 解释 

一 一 你 
即 为 平面 内 到 定点 F(c 0) 和 到 定 直线 ! : 2 一 
和 的 距离 之 比 为 <， 可 视 为 _ 。 这 样 
与 抛物 线 离心 率 的 概念 就 一 致 子 . 

师 : 非常 好 , 原来 “一 致 性 * 早 就 隐 在 其 中 ， 
关键 是 我 们 要 学 会 反思 , 拥有 一 双 善于 发 现 的 
眼睛 . 由 此 , 椭圆 、 双 曲线 、 抛 物 线 都 可 描述 
为 平面 内 到 定点 和 到 定 直 线 的 距离 的 比 是 常 
数 e 的 点 的 轨迹 , 当 0 < e < 工时, 轨迹 为 椭圆 ; 
当 e = 1 时, 轨迹 为 抛物 线 ; 当 e > 1 时 , 轨迹 为 
双 曲 线 . 这 就 是 圆锥 曲线 的 统一 定义 . 

2.3 从 焦点 射出 的 光线 经 反光 曲面 反射 的 
光线 为 什么 是 平行 的 ? 

这 个 问题 说 明了 抛物 线 具 有 的 光学 性 质 ， 
如 图 3, 它 在 日 常生 活 中 有 着 广泛 的 应 用 . 但 教 
材 中 直接 只 是 告知 结论 , 并 没有 讲 清楚 “为 什 
么 ”; 有 一 定 的 探究 空间 , 笔者 把 这 个 问题 留 给 
学 生 课 后 自主 探究 , 隔日 课 上 请 学 生 交流 探究 
的 结果 . 

这 个 问题 挑战 性 较 大 , 但 还 是 有 学 生 通 过 
查阅 资料 、 人 合作 探究 , 利用 同一 法 证 明 ， 为 
使 于 叙述 , 我 们 选择 抛物 线 的 标准 方程 为 z2 = 
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2 
2py (p> 0), 即 y = 元 ,如 图 4. 设 ! 是 过 抛物 线 
上 一 点 D(xo,%0) 的 切线 , 4、B 是 直线 ! 上 的 
两 点 (分 别 在 台 两 侧 )， 直线 DC 平行 于 y 轴 ， 
只 和 需 证 得 ZFDA = LCDB 即 可 . 作 抛 物 线 
的 准 线 m : y = -5 延长 CD 交 和 于 点 瓦 ， 
由 抛物 线 定义 得 DF = DH, 且 点 及 坐标 
为 (zo, -二 ), 当 zo 关 0 时 , 直线 1 的 斜率 如 = 
p » 


2 直线 下 再 的 斜率 bpp = 一 2 一 2 = -地 
则 Ri : kry = —1, 所 以 直线 1 王家 平分 线段 
FH, 则 ZFD4 = LADH = LCDB. 当 zo = 
0 时 , 结论 显然 成 立 . 综 上 上 所 述 , 结论 成 立 . 





图 3 





图 4 


3. 两 点 体会 

3.1 钻 得 深 一 点 , 需要 多 问 几 个 为 什么 

多 问 几 个 为 什么 , 充分 体现 了 数学 学 习 的 
特点 , 对 培养 学 生 的 理性 思维 有 很 好 的 促进 作 
用 . 《普通 高 中 数学 课程 标准 (实验 )》 指 出 : 
“数学 课程 要 讲 逻 辑 推 理 , 更 要 讲 道理 *. 讲 道 
理 就 是 要 讲 消 楚 “为 什么 ”, 不 知道 “为 什么 ”的 
知识 是 肤浅 的 知识 , 多 问 “ 为 什么 ”是 从 假 懂 走 
向 真 懂 的 必 经 之 路 . 教学 中 有 的 老师 说 , 通过 
图 像 可 以 看 出 双 曲 线 与 抛物 线 是 不 同 的 , 它 没 
有 渐 近 线 , 这 是 “强人 所 难 "”, 图 像 上 根本 看 不 
出 . 而 且 , 这 样 教 学 的 危害 性 很 大 , 失去 了 数学 
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学 科 严 说、 续 密 的 特点 . 相反 , 当 我 问 到 如 何 
画 抛 物 线 时 , 有 学 生 甚至 回答 是 双 曲 线 的 一 支 . 
《 教 参 》 中 也 只 有 一 句 话 :“ 提 醒 学 生 注 意 , 抛 
物 线 不 是 双 曲 线 的 一 支 ". 如 何 提醒 , 需要 我 们 
深入 地 挖掘 , 追根 求 源 , 利用 它 的 教育 价值 , 成 
为 点 燃 学 生 探究 性 学 习 的 “ 导 火 索 ”. 

多 问 几 个 为 什么 , 也 是 教会 学 生 “ 提 问题 ” 
的 一 种 好 方法 . 爱 因 斯 坦 说 :“ 提 出 一 个 问题 
往往 比 解决 一 个 问题 更 重要 , 因为 解决 问题 也 
许 仅 仅 是 一 个 教学 上 或 实验 上 的 技能 而 已 , 而 
提出 新 间 题 、 新 的 可 能 性 , 从 新 的 角度 去 看 上 
的 问题 , 都 需要 创造 性 的 想象 力 , 而 且 标 志 着 
科学 的 真正 进步 ”. 但 如 何 提出 问题 , 需要 老 
师 在 教学 中 日 益 渗 透 方 法 , 首先 应 着 力 培养 学 
生 的 问题 意识 , 其 次 才 是 辨别 问题 是 有 价值 还 
是 没有 价值 . 原先 只 有 少数 学 生 提 出 问题 2.1， 
而 在 其 解决 过 程 中 , 师 生 、 生 生 之 间 的 追问 、 
互 问 (其 实 也 是 自问 ) 自发 而 又 热烈 , 对 于 教材 
例 2 中 的 结论 “经 反光 曲面 反射 的 光线 是 平行 
的 ”, 学 生 马 上 追问 为 什么 ?这 些 就 是 学 生 “ 问 
题 意 识 * 的 觉醒 . 我 们 如 果 能 在 数学 概念 、 定 
理 、 公 式 、 法 则 等 知识 的 形成 过 程 中 , 长 期 坚 
持 “ 多 问 为 什么 ”, 学 生 一 定 会 拥有 一 双 善 于 发 
现 问 题 的 “慧眼 ”， 

3.2 想 得 透 一 些 , 需要 多 问 几 个 怎么 办 

多 问 几 个 怎么 办 , 可 以 把 学 生 “ 卷 入 ?到 问 
题 的 解决 过 程 中 来 ( 南 师 附 中 特级 教师 陶 维 林 
老师 语 ). 提出 问题 之 后 就 需要 解决 问题 . 解决 
问题 , “教师 包办 ”是 不 可 取 的 , 而 是 要 把 “思考 
权 * 还 给 学 生 , 老师 退 居 其 次 、 隐 在 其 后 , 在 
不 知 不 觉 中 恰 时 、 恰 点 介入 ， 问 题 2.1 中 探 
求 PM 的 范围 时 , 学 生 的 思维 得 到 激发 , 活跃 
起 来 , 便 沉醉 于 问题 的 解决 ， 有 的 采用 如 下 更 
为 简便 的 变形 方法 : PM = kz +b 一 V2p7x = 


(kz — Vipr)(kz 十 VIP Z) ， pz 一 kr 一 2pz ， 
KZ 十 V2DZ kx + VopT 
b= 7— pr +b, 显然 从 中 可 看 出 随 着 z 的 增 
大 十 


大 ， PM 越 来 越 大 . 而 如 果 选择 抛物 线 的 标准 
方程 为 2 一 = 2py(p > 0) 即 y = 污 时 ， PM = 


2 — kx — b, 由 一 次 玉 数 的 性 质 理 人 PM 的 范 
(下 转 第 7 一 14 页 ) 
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柯 西 不 等 式 探究 报告 
-一 《不 等 式 选 讲 》 教学 札记 


015200 ”内 蒙古 确 口 县 一 中 朱 浓 张 忠文 


人 教 A 版 教材 选修 4-5《 不 等 式 选 讲 》 的 
最 后 一 节 是 “学 习 总 结 报告 >， 要 求学 生 谈 谈 学 
习 本 专题 的 感受 、 体 会 、 看 法 . “希望 同学 们 
通过 本 书 的 学 习 , 在 数学 知识 的 积累 、 数 学 能 
力 的 提高 、 对 数学 的 理解 和 认识 方面 都 能 再 上 
一 个 新 台阶 ." 蔬 据 此 , 笔者 要 求 选 修 本 专题 的 
学 生 , 就 柯 西 不 等 式 , 以 教材 为 依托 , 通过 查阅 
资料 、 访 问 求 教 等 方法 , 在 共同 研究 或 独立 思 
考 后 , 完成 一 篇 探究 报告 . 建议 学 生 可 从 以 下 
三 个 方面 进行 探究 : 

(1) 从 知识 链 上 , 寻求 二 维 柯 西 不 等 式 的 
多 种 证 明 , 并 指出 其 几何 意义 及 数学 背景 . 

(2) 哪些 证 法 可 迁移 到 一 般 柯 西 不 等 式 ? 
该 不 等 式 还 能 拓展 吗 ? 

(3) 联系 教材 相关 习题 , 探讨 其 应 用 . 


一 周 后 , 学 生 交 来 十 多 份 报告 , 他 们 得 到 . 


一 些 很 有 创意 的 成 果 . 这 里 仅 就 该 不 等 式 的 证 
明 , 节录 相关 的 片断 ， 

1. 二 维 柯 西 不 等 式 的 另 证 及 背景 

对 二 维 柯 西 不 等 式 , 除 教材 中 的 证 明 外 ， 
学 生还 搜集 到 以 下 证 法 . 

证 1: 在 直角 坐标 系 中 ,， 取 点 A(a,5)、 
Bl(c,qd) 或 (一 c, 一 d), 如 图 1, 由 |04h| 十 I0B| > 
|4B| 得 

Va2 t+b+Ve+d? > 
< 一 Va?+ 收 .Ve+ di > |ac+ bdl, 即 有 

(a@? + b2) (ce? 十 她 ) > (ac + bd)?. 

务 知 当 且 仅 当 有 A、O、B 三 点 共 线 ， 即 
二 3 时 取 等 号 . 

由 上 可 见 , 不 等 式 的 一 个 几何 背景 是 : 
角形 的 两 边 之 和 大 于 第 三 边 . 


< 
b 


机 


(a 二 c+ (0a) 





图 1 
证 2: 设 点 P(ec,d) 是 直线 ! : az 十 好 = 
0 外 一 点 , 如 图 2， 福全 大人， 
” CC 
由 |PQ| < |POI 得 < VG 二 + 中， 故 
有 |ac+bad| < Vel 十 好 Vc2 十 到 ,平方 即 得 . 当 
且 仅 当 POL! 即 2 = 二 时 等 号 成 立 . 故 该 不 等 
式 的 另 一 几何 背景 是 : 点 到 直线 的 垂 线 段 最 短 ， 





i: ax+by=0 
图 2 


【 点评】 三 角 不 等 式 是 柯 西 不 等 式 的 等 
价 形式 , 教材 中 用 柯 西 不 等 式 证 明了 三 角 不 等 
式 (P34, 定理 3). 上 述 另 证 , 用 三 角 不 等 式 证 明 
柯 西 不 等 式 , 直观 、 人 简洁. 

证 3: 设 a2 十 有 三 72、c2 十 喧 一 7 令 a=- 
ri1cos0、D = 7lsSinO、c = rocosp、 d 
ro sin， 则 有 (ac 十 bd)2 = r9r2 cos?2(9 一 yp) 
rr 一 (a2 + b2)(c? + a2). 

证 4: 令 2 二 忆 = 二 m2、 C+ 二 nmn z 


信 | 
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等 式 得 25 ++ 2 > ad, E+ > dd 
n Imn| m2 2 mm| 

两 式 相 加 有 Imn| 之 lac| 十 |bd| 之 |ac 十 5bdl, 两 
边 平方 即 得 . 

【 点评 】 上 述 另 证 借助 三 角 函 数 的 有 界 
性 或 利用 基本 不 等 式 , 使 柯 西 不 等 式 纳 入 原 认 
知 结构 . 在 这 个 专题 里 “更 为 重要 的 是 理解 这 
些 不 等 式 的 数学 思想 和 背景 ",“ 尽 力 使 用 几何 
或 其 他 方法 来 证 明 这 些 不 等 式 ” ,站 在 方法 上 要 
注意 数 与 形 的 结合 . 因此 上 述 男 证 ， 是 值得 肯 
定 的 . 

2. 一 般 柯 西 不 等 式 及 推广 


一 般 柯 西 不 等 式 (总 分 )( 吕 他) > 


?一 1 
( 半 oh) ,教材 给 出 一 个 经 典 的 证 明 : 构造 
一 个 二 次 函数 , 配方 后 得 出 函数 的 值 域 为 非 负 
数 , 再 由 其 判别 式 得 到 . 方法 易 慌 , 但 总 给 人 突 
元 的 感觉 .为 寻求 更 自然 些 的 证 明 , 以 下 探究 
也 值得 称道 、 

(1) 教材 中 的 证 明 , 本 质 是 “配方 *, 即 (ra2 十 
(e+ 2) = (Qc 二 + bd)? + (ad 一 5c)2, 三 维 柯 
西 不 等 式 也 可 类 似 证 明 . 有 同学 查 到 它 的 一 般 

形式 是 拉 格 朗 日 (Lagrange) 恒 等 式 : 
2 
(BB) (EY 
= (> ob) + Taiby 一 ol 0)2 回 , 这 是 
柯 西 不 等 式 的 代数 背景 ， 

(2) 一 个 三 维 柯 西 不 等 式 的 证 明 : (ao3 + 
a3 + a3)(b? + b+ 5) = [((Va? + 03)? + a8] 
((V+ 61)? + 63] >> (Voi 二 +o2V 好 十 中 十 
Q3b3)? > (a1bi + 02b2 + asbs)2. 

【点 评 】 这 里 实际 上 已 经 完成 用 “数学 归 
纳 法 ”证明 一 般 柯 西 不 等 式 的 递 推 . 

(3) 利用 基本 不 等 式 得 到 的 另 证 4 显然 可 
迁移 到 一 般 柯 西 不 等 式 , 不 再 获 述 . 

(4) 类 比 二 维 柯 西 不 等 式 , 猜测 : 对 正 实 
数 Qa;、bi、 cli = 1 2、 3) 有 : 


(Eo (EH (PA) > (Doane) 
成 立 . 这 个 不 等 式 是 容易 证 明 的 | 
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3 3 

D0 2 

t3 (m、 Ts t Et 及 十 )， 则 熏 > 一 == i=! = 
ne 

3 

2 


3 








= 1, 由 不 等 式 
2Z3 十 2 站 y、z€ 及 +) 得 


多 4 > 3( 2 和 ),i=1、 2、3. 


以 上 三 起 相 加 有 (oi ae) < 3 





mnt 之 > Qibici: => Mn > > (> 3 Ce . 


(5) 进而 想到 柯 西 不 等 式 还 可 拓展 为 
车 ai,bi,ci € R+、; = 1,2,3,… ,mn 则 


( 主 呈 ( 祷 (区 的 > (站 ao 
(6) 更 一 般 地 , 有 Xn 维 的 柯 症 不 等 式 ， 


4 0 7 = 1,2, 
k, 则 有 : ， 了 
让 ( 匡 呈 )> > [> (Ls)) ， 


【点 评 1 证 明 上 述 两 式 , 可 仿照 (4), 利用 
不 等 式 T 十 十 … 十 2 宛 kz172.… Xk 即 得 . 
(4)、(5)、(6) 的 探究 , 形成 相互 关联 的 不 等 式 
链 , 且 证 明 这 些 不 等 式 的 方法 都 源 于 男 证 4. 

3. 感悟 

引导 学 生 进 行 探究 性 学 习 , 首先 要 选择 好 
课题 , 围绕 教材 内 容 适 当选 取 , 学 生 比 较 容 易 
入 手 . 其 次 问题 情景 设置 要 具体 , 有 一 定 的 层 
次 , 使 学 生 知 道 要 做 什么 , 该 怎么 去 做 . 还 要 给 
他 们 充足 的 时 间 , 注意 适时 点 拨 , 包括 推荐 一 
些 相 关 资 料 等 , 但 不 要 蔡 他 们 去 做 . 

探究 不 同 于 总 结 , 不 必 求 全 , 应 重 在 对 数 
学 知识 的 应 用 和 迁移 , 理解 数学 本 质 . 教师 要 
及 时 做 好 讲评 , 成 果 的 加 工 、 整 理 和 交流 ,以 
收 到 较 好 的 教学 效果 . 
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圆锥 曲线 上 四 点 共 圆 充 要 条 件 的 研究 


225700 江苏 省 兴 化 中 学 (徐州 师范 大 学 2009 级 教育 硕士 ) 张 乃 贵 


笔者 最 近 在 研究 圆锥 曲线 有 关 问 题 时 , 发 
现 了 圆锥 曲线 上 由 点 共 贺 的 一 个 充 要 条 件 . 现 
将 其 整理 成 文 , 与 大 家 交流 , 为 叙述 的 方便 、 
简洁 起 见 , 本 文 约定 : 1. 文中 所 涉及 的 所 有 直 
线 的 斜率 都 存在 ; 2. 用 kaB 表示 直线 4B 的 斜 

我 们 首先 来 证 明 两 个 命题 . 

命题 1 抛物线 = 2pz 的 内 接 四 边 形 的 
两 组 对 边 、 两 条 对 角 线 所 在 的 三 对 直线 中 , 只 
要 有 一 对 直线 的 倾斜 角 互 为 补 角 , 则 另 两 对 直 
线 的 倾斜 角 也 分 别 互 为 补 角 . 

证 明 : 由 字母 A、B、C、DD 的 轮换 对 称 性 
可 知 ， 只 知 证 明 k4B 十 Kcp 二 0 可 推出 kpc 十 
kpAa = 0, 以 及 kac 十 KBD = 0. 

设 A(zx1, 1)、 B(x2,Yy2)、 C(x3,Yy3)、 D(za, 
y4) 是 抛物 线 y = 2pz 上 的 任意 四 点 ， 























一 2 
则 k4p = 迎 二 也 -Wp 
TX2— 1 22 姓 yt+yi 
2p 2p 
2 2 
同 理 kpc = £ ; KCD = 2_ 
V2 十 V3 y3 十 ?4 
2p 2p 2p 
kpA= ,4 一 一 ,大 一 一 一 一 . 
21 十 74 21 十 ?3 22 十 214 
‘~ kAB + kcp = 0, 
kaB = —kcpD, 
,2p 2p 
Ya++ ys + ya 
.Vip+y3+ya = 0. 
2p 27 
”。 KBe == 一 -一 一 天 y 
Vy2 十 Y3 21 十 ?4 DA 
2p 2p 
kac = = 一 一 一 -一 一 —kBpp. 
y1 二 Vy3 Yy2 二 Ya 5D 
BN] 大 BC + kpa = 0, kac + kpp = 0. 


命 古 2 圆锥 曲线 mz? + ny? = 1i(mn zx 
0) 的 内 接 四 边 形 的 两 组 对 边 , 两 条 对 角 线 所 在 


的 三 对 直线 中 , 只 要 有 一 对 直线 的 倾斜 角 互 为 
补 角 , 则 另 了 两 对 直线 的 倾斜 角 也 分 别 互 为 补 角 . 

证 明 : 由 字母 A4、B、C、 DD 的 轮换 对 称 性 
可 知 ,， 只 需 证 明 kagp 十 kcp = 0 可 推出 kac 十 
kBpp = 0, 以 及 kpc + kpa = 0. 

设 A(z1,1)、B(z2,y2)、C(zx3,y3)、D(za， 
y4) 是 圆锥 曲线 mzx? 十 ny? = 1 上 的 任意 四 点 ， 
又 设 直线 AB、CD 的 斜率 分 别 为 k、 一 k, 方 
程 分 别 为 y = kX 十 了 站 、Y 二 一 kz 十 by， 

将 y = kz 十 并 代入 mz? 十 ny? = 1, 消去 
y 并 整理 得 

(nk?2 十 rn)z2 +2knbiz+nb?—1=0, 

设 zi、zs 是 此 方程 的 两 个 根 ， 由 根 与 系数 
的 关系 得 2 十 zz 一 二 下 2 2Z172 一 1 
在 上 式 中 同时 以 一 k 代 &&， ,太一 
nn 





X33 二 X44 一 ; T3T4 一 


02_ 
nk2+m 
ys — Yi = —kzs + bo — (kz1 + b1) 
= —k(z1 十 Z3) + (b2 — b1). 
同 理 一 yz = 一 K(x2 十 2Z4) + (b2 — b1). 
kac + kBp =0 
和 
(yy2)(r3—7T1)+(Yy3—N)(z4—722) = 0 
< 一 | 一 K(z2 + x4) + (b2 — b1)](zs — Zi) 十 
(—k(z1 + 7X3) + {62 一 bi)](x4 一 Z2) 一 0 
= 一 k[(z2 十 z4)(zs — TZ1) + (TX1 十 Z3)(zZ4 一 
2Z2) 十 (ba — bi)(z3+ 724 一 21 一 22) 一 0 
< 一 一 25(z3sz4 — T1722) + (b2 — b1) 


< 一 


(Zas 十 Z4 一 Z1 一 22) 一 


(有 
mk2 十 rm 7 大 2 十 7 
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+ (b2 — b1) ( 








2knbo _ —2knbl \ 0 
nk2+m Xp2 二 mm < 


一 9 2 72 
< 一 kn(b2 b7 


) + 
nk2+m 
该 式 显然 成 立 , 得 证 . 

上 述 证 明 自 然 平实 , 无 任何 技巧 , 属 通 性 
通 法 . 从 常规 的 思维 出 发 , 用 最 基本 的 方法 解 
决 问题 , 应 该 成 为 我 们 的 解 题 追 求 . 

类 似 地 可 以 证 明 kBpc 十 kpa = 0, 故 kBc 十 
kpA =0, Kac + kBpp = 0. 

说 明 : 在 命题 2 中 , 当 m = n > 0 时 ， 
mz? 二 ny? 一 工 表示 圆 ; 当 m > 0,n > 0,m zz 
n 时, mz? 十 ny? = 1 表示 椭圆 ; 当 mn < 0 时 ， 
mz? 二 702 = 1 表示 双 曲 线 . 

有 趣 的 是 笔者 进一步 研究 时 发 现 , 满足 性 
质 的 四 边 形 恰巧 是 圆 的 内 接 四 边 形 . 

如 图 1, 由 于 规定 了 所 有 直线 的 斜率 都 存 
在 , 如 果 四 边 形 4BCD 中 有 一 条 边 平 行 z 轴 ， 
那么 易 证 4BCD 是 等 腰 梯 形 或 矩形 , 显然 A、 
B、C、D 共 圆 ， 如果 四 边 形 4BCDD 的 边 所 
在 的 直线 4B、BC、CD、A4D 分 别 交 7z 轴 于 
点 五 、 玉 、G、 万 , 车 直线 AB、CD 的 倾斜 角 
互 为 补 角 , 则 由 性 质 知 直线 4D、BC 的 倾斜 
角 也 互 为 补 角 , 因此 易 得 LDHG = BF， 


2kn(b2 — b?) 


nk2++m = 一， 


LZDGH = LBEF. 在 ADHG、ABFE 中 根 


据 三 角形 内 角 和 定理 得 ZHDG = LFBE, 即 
ZHDC = LABC, 所 以 A、B、C、DD 四 点 共 





图 1 


结合 命题 1、2, 我 们 有 : 


命题 3 抛物线 = 2pz 的 内 接 四 边 形 的 


两 组 对 边 、 两 条 对 角 线 所 在 的 三 对 直线 中 , 只 
要 有 一 对 直线 的 倾斜 角 互 为 补 角 , 则 该 四 边 形 
同时 内 接 于 圆 , 

命题 4 圆锥 曲线 rpz2 + ny? = 1 (mn 关 
0) 的 内 接 四 边 形 的 两 组 对 边 、 两 条 对 角 线 所 
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在 的 三 对 直线 中 , 只 要 有 一 对 直线 的 倾斜 角 互 
为 补 角 , 则 该 四 边 形 同时 内 接 于 圆 . 
命题 3、4 新 颖 有 趣 , 沟通 了 圆 和 圆锥 曲 
线 之 间 的 奇妙 联系 , 将 数学 的 美 演绎 得 淋漓 尽 
致 ! 值得 我 们 进一步 思考 的 是 :圆锥 曲线 上 的 
四 点 者 内 接 于 贺 , 那么 这 四 点 组 成 的 四 边 形 的 
两 组 对 边 、 两 条 对 角 线 共 三 对 直线 的 倾斜 角 是 
否 一 定 互补 呢 ? 经 研究 , 我 们 得 到 : 
命题 5 ” 若 抛物 线 久 2 = 2pz 与 圆 相交 于 四 
点 , 则 这 四 点 组 成 的 四 边 形 的 两 组 对 边 、 两 条 
对 角 线 所 在 的 三 对 直线 的 倾斜 角 分 别 互补 . 
证 明 : 由 命题 1 知 , 只 要 证 明 到 三 对 直线 
中 有 一 对 直线 的 倾斜 角 互 补 , 则 结论 成 立 . 
如 图 2， 记 直线 4B、DC 的 交点 为 
Pl(zo,yo)， 分 别 设 它们 的 参数 方程 为 
人 一 20 十 zcosa，|z=2Zo 十 tcosA， 
一 ?0 十 tsinaw， 人 ca 


、 工 二 Xo 十 tceos OY， 2 _ 4 
(LE te 代入 y = 2pz 并 整理 得 
t2sin2 a + 2(yosina — pcosa)t 十 20 一 
2pxo = 0， » 
—2 
“tz = 站, 即 |PA| .1PB| = 
sin* Ce 


y6 — 2pxo 


sin2 a 


2 

同 理 , |PC| .|PD| = Oe . 

由 圆 的 切割 线 定理 知 |P4| .|PB| = |PC| 
IPD), 
. | -2pzo| _ [98 — 2pzo 
“| sin? eo sin28 | 

则 sin2aw = sin?B6, 由 于 a、B6 互 不 相等 ， 
La=”*r— 8, 得 证 . 




















命题 6 圆锥 曲线 mz? 十 ny? = 1(mn 0， 
m 关 7n) 与 圆 相交 于 四 点 , 则 这 四 点 组 成 的 四 边 
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欧 拉 不 等 式 的 最 简 隔离 及 推广 狂想 


541002 广西 省 桂林 师范 高 等 专科 学 校 数 学 与 计算 机 科学 系 罗 奇 


设 入 4BC 的 外 接 圆 半径 为 ,内 切 圆 半 
径 为 >, 则 有 只 > 27, 当 且 仅 当 A4BC 为 等 边 
三 角形 时 等 号 成 立 . 此 即 欧 拉 不 等 式 . 多 年 来 ， 
我 国 数学 教育 界 对 此 不 等 式 进 行 了 广泛 和 深 
入 的 研究 , 给 出 了 该 不 等 式 的 多 种 加 强 和 推广 
的 结论 . 笔者 最 近 用 几何 画板 进行 了 一 些 探究 ， 
发 现 了 它 的 最 简 隔 离 ! 


A Sd a Se Sd A A 


形 的 两 组 对 边 、 两 条 对 角 线 所 在 的 三 对 直线 的 
倾斜 角 分 别 互补 . 
证 明 : 以 椭圆 为 例 , 如 图 3 所 示 , 由 命题 2 
知 只 要 证 明 到 三 对 直线 中 有 一 对 直线 的 
倾斜 角 互 补 , 则 结论 成 立 . 记 直 线 4B、DC 的 
交点 为 P(zo,yo)， 分 别 设 它们 的 参数 方程 为 
{ z= wo+t tcoso, { Z = Xo + tcosp, 
2 = yo + tsin oa, y= yo + tsinp. 





T= To 十 上 coOS CQ， 代入 mz? + ny? _ 


将 | y= yot+tsina 

1 并 整理 得 
(m cos2 a + nsin? oa)t? + 2(mzo coso 
+nyosina)t+mzd + ny —1=0, 


mz + nyd—1 


tt = CO 
mceos2a++nsina 


即 |PA| 


.|PB|= | 


m cos2 a + nsin? 





mzéi +nyd—l1 


司 理 , |PCI.|PDI = | 一 一 一 |. 
同型 , |PCL. IPD| mecos2B+nsin:6 


设 A4BC 的 面积 、 三 内 角 、 内 切 圆 、 外 
接 圆 、 人 和信 4BC 的 旁 切 圆 圆心 分 别 为 S$、A、B、 
C、O、O'、O1, O02, 03， 内 切 圆 、 外 接 贺 、 
AOliO20s 的 内 切 圆 、 外 接 圆 半径 分 别 为 
7r、 RUURKr R 

如 图 1, 在 几何 画板 中 按 以 下 步骤 作 图 : 
作出 人 ABC 以 及 人 4BC 内 切 圆 @O(7) 和 


由 贺 的 切割 线 定理 知 |PA|:|PB| = |PC|- 
IPD), 

mz tny—l | | mz+nyd—l 
2a| |meos? B+nsin 8| 

若 圆 锥 曲线 为 李 圆 ， 则 mcos2aw 十 
nsin? a、m cos?2 6 十 nsin? 6 同时 为 正 ， 

, mcos2a 十 msin2aw = ycos28 十 也 
sin2 0; 

车 圆锥 曲线 为 双 则 线 , 注意 到 有 向 线 
段 PA、PB 之 积 与 PC、PD 之 积 同 号 所 
以 mcos2a + nsin a、 mcos? p+ nsin2B 同 
时 为 正 或 同时 为 负 ， 因此 , 仍 有 mcos?a 十 
msin2a = mceos2 B+ nsinp. 

', m(l — sin?2 a) + nsin 
sin? 8) + nsin? 6, 

(m — n)sin? a = (m — n)sin? p, 

注意 到 m 关 n,a 半 BB, 所 以 a 二 一 6B, 得 
证 . 

这 样 , 我 们 便 得 到 了 圆锥 曲线 的 内 接 四 边 
形 同 时 内 接 于 圆 的 充 要 条 件 : 

命题 7 抛物线 多 = 2pz 的 内 接 四 边 形 同 
时 内 接 于 圆 的 充 要 条 件 是 该 四 边 形 的 两 组 对 
边 、 两 条 对 角 线 所 在 的 三 对 直线 中 一 对 直线 的 
倾斜 角 互 补 . 

命题 8 圆锥 曲线 mmz2 + ny? = l(mn z 
0,m 关 ?) 的 内 接 四 边 形 同时 内 接 于 圆 的 充 要 
条 件 是 该 四 边 形 的 两 组 对 边 、 两 条 对 角 线 所 在 
的 三 对 直线 中 一 对 直线 的 倾斜 角 互 补 . 


“|m cos?2 a + nsin 





2aw = m(l— 
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外 接 圆 OP(R); 加 作 出 A4BC 的 旁 切 圆 圆 
心 O1、 Oo»、 Os; @ 以 点 OOi、 O»、 O03 为 顶点 
作 三 角形 AO1O0203 以 及 和 人 O10203 的 内 切 贺 
OO ); 台 选 取 一 个 定点 Q@, 以 点 @ 为 圆心 ， 
分 别 以 2r7、7、 玉 为 半径 构造 三 个 线条 粗细 
不 同 的 同心 圆 ; 加 分 别 度 量 2r、r'、 民 的 值 ; 
和 电 拖 动 顶 点 4， 观 察 三 个 同心 圆 的 大 小 以 
及 2r、r'、 民 数值 变化 情况 , 可 以 明显 看 到 : 
民 之 7 > 27, 当 且 仅 当 A4BC 为 等 边 三 角形 
时 等 号 成 立 , 

27=0.8dcm 


r=1.10cm 
了 =1.24crmm 


定理 设 A4BC 的 内 切 圆 、 外 接 圆 、 以 
及 以 A4BC 的 旁 切 圆 圆心 OI、O2、O3 为 顶 
点 的 人 O1020s 的 内 切 贺 半径 分 别 为 -、RR 以 
及 7', 则 有 民 之 7' 之 27, 当 且 仅 当 A4BC 为 等 
边 三 角形 时 等 号 成 立 . 


证 明 : 
.ee _ 1 ，， _ abc ya 二 pb 十 c) 
“9 一 7cbsnC 一 1 一 人 





(28R)3sin Asin BsinC 

本 4R 
_ 2Rr(sin A + sin B + sin OC) 
= 一, 

7 2sinAsinBsinC 

“RR sinA+sinB+sinC 

16sin A sin B sin C cos A 00s 3 cos < 
_ 2 2 2 2 2 2 











,A+B A—B .CC CGC 

2 sin 了 COS 5 +2sin3 cos3 

16 sin 4 sin 2 sin C COS A COS 2 COS C 

_ 2 2 2 2 2 2 
20c0s < cos 4 .sine 
2 2 2 

.A.B. A 

8sin — sin — sin — ¢0s — co0S — 


-2 2 2 2 2 
‘Cos A B ,gin 4 sin Bcos A+B 
2 2 2 2 2 
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将 式 中 cos 展开 , 并 代入 化 简 后 , 上 


,A.B .CC 
式 二 4sin 地 sin 亏 sin 亏 


— 2sin < cos 4? 一 
加 2 2 人 2 


A+B 











-Bb _2sin? < 


— 2sin cos 
2 2 2 


41+8 28l 
7 5 sin 3 
一 Cos 4 十 cos 吕 十 cosC 一 1 


-， =CsA+cosB+cosC—1. 

同 理 可 得 

= Cos LO1 十 cos LO2 十 cos LO3—1. 
如 图 2, … 氮 O、O1 分别 是 4BC 的 内 切 


加 、 旁 切 圆 圆心 , .…. BO110B, COILOC 











一 2cos 





于 是 LO =T 一 BOC 























二 不 A+B1< _ 工 一 4 
加 2 2:) ?2 
同 理 LO = 工 2 二 ,LOs 一 
.在 人 O10203 中 有 
rr T 一作 rt—B ~ 
B= Cs 5 十 cos 一 ”十 c0S 5 —1, 
r/ ,4 .BB .CC 
“FF-s nastsnst+sns -1 
A B-—C B C—A 
> { sin 一 in 一 
> (sin S$ cos 了 + sin 3 Cos 2 一 
| A—B 
十 Sn 7 cos 5 -1) 
(下 转 第 7 一 34 页 ) 
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提炼 基本 图 形 , 钞 解 旋转 问题 
-一 对 一 类 旋转 相似 三 角形 的 探究 


201101 上海 市 上 宝 中 学 王 同 启 


在 习题 课 的 教学 中 , 要 提高 课堂 教学 的 有 
效 性 , 关键 要 教 给 学 生 将 复杂 问题 简单 化 , 在 
较 短 的 时 间 内 抓 住 问 题 的 本 质 , 这 样 可 以 达到 
举一反三 、 触 类 旁 通 的 目的 . 这 一 切 都 需要 教 
师 在 教学 过 程 中 不 断 地 培养 学 生发 据 、 提 炼 、 
总 结 基 本 图 形 , 以 达到 “做 一 题 , 通 一 类 , 会 一 
片 ” 的 效果 , 从 而 提高 学 生 的 数学 素养 和 创造 
性 地 解决 问题 的 能 力 . 本 文 展示 一 类 旋转 相似 
三 角形 在 解 题 中 的 广泛 应 用 . 

”” 林 本 图 形 : (上 海 教 育 出 版 社 九 年 级 第 一 


学 期 数学 . 加 图 1 22_42_- 
We 已 知 : 如 图 1， Bc = A = 


A 
D 


B C 
图 1 
DE AD AE 
机 自 BG = 48 -AG 


人 ADEwAABC， 从 而 可 得 LDAE 
LBAC, 所 以 LDAB = LBAC, 再 由 4 


和， 可 得 出 和 人 ADBo 人 AEC. 
结论 : 当 人 和 俯 ADE 绕 它 的 顶点 A 旋转 一 定 


的 角度 且 它 的 两 边 AD、AE 按 一 定 的 比例 放 
大 或 缩小 后 得 到 的 A4BC 与 原 人 A4DE 相似 . 
从 而 又 生成 人 AADBo 人 AEC. 

一 、 基 本 应 用 

在 解决 这 类 问题 时 , 首先 要 识别 出 基本 图 
形 , 从 而 找 出 一 个 三 角形 绕 一 个 顶点 旋转 得 到 
另 一 个 和 它 相 似 的 三 角形 , 从 而 找 出 生成 的 另 
一 对 相似 三 角形 . 


| 蓄 


例 1. (2012 年 上 海 市 宝山 区 九 年 级 数学 
第 一 学 期 期 末 测 试卷 第 18 题 ) 已 知 在 A4BC 
中 ，LC = 90°, AB = 9, cos4 = 3， 把 
和 人 ABC 绕 点 C 旋 转 使 得 点 4 落 在 点 4 
点 BB 落 在 点 B'. 车 点 4! 在 边 4B 上 , 则 点 B 与 
点 B' 的 距离 为 . 

简 析 : 原 题 没有 给 出 图 形 , 根据 题 意 画 
出 如 图 2 的 图 形 , 由 A4BC 绕 点 C 旋 转 得 到 
A4'B'C, 由 基本 图 形 可 知 AC44' 一 ACBP/， 
要 求 BB’ 的 长 ， 只 需求 出 44' 的 长 即 可 . 
过 点 C 作 CHLAB, 垂 足 为 点 吾 , 利用 人 AHC 
mAACB, 可 求 出 AH = 4, 所 以 可 得 44’ = 3， 


、 44 加 AC 加 
所 以 由 万 请 = 58; 可 求 得 BB’ = 4V5. 


点 评 : 学 生 在 做 此 题 时 , 浪费 了 很 多 时 间 ， 
主要 是 没有 发 现 AC44ACBB'. 因此 , 如 
果 部 悉 上 面 的 基本 图 形 ,， 由 A4BC 绕 点 C 旋 
转 得 到 A4B'C， 从 而 有 AC44' 一 ACBPB/， 


.就 能 在 很 短 时 间 内 抓 住 问 题 的 本 质 , 也 就 很 


容易 求解 了 . 

例 2 (2008 年 北京 市 门头沟 区 中 考 数 学 
一 模 试 卷 ) 如 图 3， 在 等 边 A4BC 和 等 边 
人 A1B1C1 中 , 点 DO 既是 边 4C 的 中 点 , 又 是 边 
4iCa 的 中 点 , 求 441: 万 已 的 值 . 
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A .BE BC 
\ Ci “AD AC: 
… LA = 30°, 
六 \ .yy_ BOC_Vv3 
A 廿 | 40 3 
B CG 


图 3 


简 析 : 连结 OB、0B1, 由 基本 图 形 可 知 ， 
和信 AOB 绕 上 后 O 旋 转变 换 得 到 和信 4A1OB1， 从 而 
有 AOAAhA1" 人 QBBi, 这 两 个 三 角形 的 相似 
比 为 44 : BBi = 04:0B=1:V3= 一 

点 评 : 本 题 在 求 441:BBi 的 值 时 , 很 多 同 
学 不 知 从 哪 一 方面 下 手 , 有 的 同学 虽然 连结 
了 OB、0Bi, 但 没 发 现 AO44: 一 人 OBEPBI1， 
本 题 的 关键 是 发 现 基本 图 形 : A 八 40B 缠 
点 DO 旋转 变换 得 到 A4iOBI， 从 而 AO441 
AOBBI, 寻找 出 边 4h1、BBi 所 在 的 两 个 
三 角形 相似 , 从 而 答案 可 求 . 

例 3 (2011 年 上 海 市 普陀 区 初 三 统一 考 
试卷 ) 如 图 4, 直角 三 角 板 48C 中 , 人 4 = 30°， 
BC = 1. 将 其 绕 直 和 角 项 点 CC 逆 时 针 旋 转 一 个 
角 aw(0。 < a < 90°), 得 到 Rt 人 入 A'B'C, 在 三 
角 板 旋转 的 过 程 中 , 边 4'C 与 4B 所 在 直线 交 
于 点 DD, 过 点 DD 作 E14'B' 交 CB' 边 于 点 忆 ， 
连结 BE, 设 AD = x, BE = vy, 求 y 与 x 之 间 
的 函数 解析 式 及 定义 域 . 


图 4 


简 析 : 当 0° < a < 90 时 , 点 D 马 在 4B 边 
上 . 


“* DE/A’'B’, 
CD OE 
“Ch OB’ 


由 旋转 性 质 可 知 , C4 = Ch', CB = CB/， 
ZACD = ZBOCE. 


.CD CE 
“CA CB: 

CD _ CA 
-2 
人 CA4 站 一 人 CD 瑟 . 


“y= 次 rz(00<z<9) 


点 评 : 通过 批阅 试卷 , 可 以 发 现 学 生 对 
基本 图 形 不 部 悉 , 没有 发 现 和 人 CADwACBE. 
此 题 可 认为 RtA4CBE 绕 点 C 旋 转 得 到 
RtA4'CB'， 又 因为 站 BA/A4'B'， 可 以 得 到 
RtADCR 一 RIA4'CB' 因此 可 认为 RtAAC'B 
通过 旋转 变换 得 到 RtADCE， 从 而 生成 
ACADHAOCBE. 

二 、 拓 展 应 用 

会 识别 上 面 的 基本 图 形 后 , 在 解决 较 复 杂 
的 问题 时 , 可 以 构造 出 上 面 的 基本 图 形 , 把 复 
杂 的 问题 简单 化 . 

例 4 (2010 年 全 国 数学 竞赛 题 ) 如 图 5， 
在 A4BC 中 ,~B4C =60°, 4B =24C. 点 P 
在 人 ABC 内 , 有 PA = V3, PB = 5, PC = 2， 
求人 和 ABC 的 面积 . 





图 5 


简 析 : 由 LBAC = 60°, 4B = 24C 易 得 
LACB = 90°. 

如 图 5, 作 A4BQ, 使 得 QA4B= 人 PA4C, 
ZA4ABQ = LACP, 则 人 和 人 ABQm 人 人 ACP, 从 而 
可 得 人 和 ACBwm 八 APQ. 

由 于 4B = 24C, 所 以 

AQ = 24P = 2V3, BQ = 20P = 4. 

ZQAP = LBAC = 60°. 

由 人 ACB = 90°? 知 ZAPQ = 90°, 于 是 


‘PQ = V3AP = 3. 


所 以 BP? = 25 = BQ? + PQ?,， 从 而 
ZBQP = 90°. 于 是 

AB? = PQ? + (AP + BQ)? = 28 + 8V3. 

故 SAABC 一 542 “4C sin 60° 


= 次 4B? = 8+7V3 
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点 评 : 本 题 中 要 求 人 ABC 的 面积 , 虽然 可 
证 出 A4BC 是 直角 三 角形 , 但 缺少 边 长 , 如 果 
E 求 出 人 4BC 的 任何 一 边 即 可 , 由 人 人 BAC = 
60°, 可 巧妙 地 利用 这 个 角度 构造 相似 三 角形 ， 
同时 也 不 破坏 这 个 特殊 角 , 可 以 利用 基本 图 形 
构造 相似 三 角形 ， 作 人 4BQ, 使 得 LQAB 





图 6 , 
作法 : 往 直 线 2 上 任 取 一 点 4 作 ADJl1is， 

= ZP4C，L4BQ = LACP, 则 A 和 ABQ~ t 任 取 一 Ll, 

AACP， 从 而 可 得 A 人 ACB 人 APQ, 因此 可 竹 生 为 惧 AD 为 一 边 作 等 边 AADE, 过 点 


, 、 忆 作 BELAE, 垂 足 为 已 交 lo 于 点 B, 以 点 4 
| 一 4, A 一 2 3， Pp 一 3， 所 LE ] ) 和 》 
得 到 BQ 9 = 2V3, PQ 2 为 圆心 ,4 为 半径 画 弧 交 如 于 点 C, 连结 


证 和 P = 90°, 所 以 由 4B? = PQ@? 
下 得 <P0P 350， 所 以 由 人 了 人 + 人、 BC. AC， 则 人 ABC 即 为 所 求 的 等 边 
34B. AC sin 60", 从 而 可 求 出 人 4BC 的 面积 . 较 复杂 的 题目 都 是 由 若干 道 简单 的 题 目 
例 5 如 图 6, 已 知 三 条 平行 线 i、li2、ls3， 组合 而 成 . 在 解 题 教 学 中 , 首先 要 不 断 引导 学 
用 与 lo、2 与 3、i1s 与 4 之 间 的 距离 分 别 为 生 去 总 结 一 些 基 本 图 形 , 吃透 这 些 基 本 图 形 的 
hl、h2、hs (0 < hi < hz, hs = hi 十 h2), 求 作 本 质 , 然后 让 学 生 在 以 后 的 解 题 过 程 中 遇 到 复 
等 边 A4DBC, 使 它 的 三 个 顶点 分 别 落 在 这 三 条 杂 的 图 形 学 会 识别 这 些 基本 图 形 , 最 后 在 熟练 
平行 线 上 . 掌握 这 些 基 本 图 形 的 基础 上 学 会 构造 出 这 些 基 
简 析 : 假设 等 边 A4BC 已 作出 , 如 图 6， ”本 图 形 , 从 而 培养 了 学 生 思 维 的 广阔 性 、 深 刻 
过 点 4 作 ADlls 于 点 D， 则 等 边 人 人 ADE 可 性 和 创新 意识 . 


作出 , 因此 可 以 把 人 人 ABE 看 作 由 A 和 AA4DC 旋 参考 文献 

转 60° 得 到， LBEA = 90°, 所 以 可 以 过 点 吾 [1] 汪 宗 兴 ， 由 中考 压轴 题 变 式 引 发 的 系 
作 BEL.AE 交 直线 于 点 B， 然 后 再 确定 列 思考 号 . 中 学 数学 教学 参考 (中 旬 ), 2011 (9): 
点 CC. 因此 得 出 以 下 作法 . 44—46. ~ 

(上 接 第 7 一 5 页 ) 动人 退 问 反射 曲面 为 椭圆 、 双 曲线 时 , 那 反 射 光 


围 更 简单 . 问题 2.3 的 探究 解决 , 对 学 生 有 很 。 线 应 该 有 什么 特点 ?作为 老师 只 要 多 问 学 生 怎 
强 的 挑战 性 , 学 生 的 兴趣 和 智力 水 平 受到 激发 么 办 , 就 可 以 持续 激发 学 生 探究 的 兴趣 , 结合 
他 们 经 历 了 独立 思考 后 遇 到 困难 、 查 阅 资 料 后 。 图 形 , 从 猜想 结论 到 证 明 过 程 , 把 学 生 的 探究 
受到 局 发、 相互 讨论 中 逐渐 清晰 的 过 程 , 学 生 ”由 课 内 引 向 课外 , 让 学 生 经 历 科 学 研究 的 一 般 


的 思维 在 问题 解决 过 程 中 “ 翩 裔 起 舞 ”. 过 程 . 

多 问 几 个 怎么 办 , 可 以 引导 学 生 的 思维 更 参考 文献 
深刻 . 问题 2.2 中 当 椭 圆 、 双 曲线 和 抛物 线 的 [1] 普通 丙 中 课程 标准 实验 教科 书 (选修 )， 
离心 率 定义 看 似 不 一 致 时 , 问 问 学 生 怎么 办 .数学 2-1 [M]. 江苏 教育 出 版 社 , 2011. 
揭示 知识 内 在 的 联系 , 引导 学 生 回顾 、 反 思 推 [2] 普通 高 中 数学 课程 标准 (实验 )[M]. 人 
导 过 程 , 学 生 的 认识 可 星 螺旋 式 上 升 , 有 了 新 民 教 育 出 版 社 , 2003. 
的 发 现 , 体验 到 新 知识 是 如 何 从 已 有 知识 逐步 [3] 地 长 军 , 徐 角 . 解析 几何 学 习 中 应 注意 
演变 或 发 展 而 来 , 就 加 深 了 学 生 对 数学 本 质 的 的 几 个 问题 [J]. 数学 通报 , 2005(8): 33. 
认识 . 波 利 亚 曾 指 出 :“ 好 问题 同 某 种 蘑菇 有 些 [4 名 维 中 . 同一 法 证 明 圆 锥 曲线 光学 性 
相像 , 它们 都 成 堆 地 生长 , 找到 一 个 以 后 , 你 应 质 及 应 用 举例 可 . 数学 通报 , 2011(6): 46-48. 
当 在 四 周 找 一 找 , 很 可 能 四 周 就 有 好 几 个 ”. 问 [5] 陶 维 林 . 解析 几何 教学 要 突出 坐标 法 


题 3 就 是 一 株 很 好 的 “ 衣 菇 ”, 解决 之 后 , 学 生 主 思想 [中 . 数学 通报 , 2011(9): 36-37. 
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对 一 道 高 考题 的 探究 、 引 申 


256200 ”山东 省 邹平 县 教育 局 教研 室 姜 坤 崇 


2 2 
题目 已 知 梢 圆 二 十 让 = 1(o > b> 0) 


的 离心 率 为 总 ， 以 该 椭圆 上 的 点 和 椭圆 的 
左 、 右 焦点 及、 局 为 顶点 的 三 角形 的 周 长 为 
4(V2 + 1). 一 等 轴 双 曲线 的 顶点 是 该 椭圆 
的 焦点 ， 设 书 为 该 双 曲 线 上 异 于 顶点 的 任 
一 点 ,直线 已 所 和 书 肪 与 椭圆 的 交点 分 别 为 
A、B 和 C、DD. 

( 了) 求 桶 圆 和 双 曲 线 的 标准 方程 ， 

(了 I) 设 直线 Pi 和 PE 的 斜率 分 别 为 
ki1、k2. 证 明 : kik2 = 1; 

(ID) 是 否 存 在 常数 入 , 使 得 |4B| +1CD| = 
AI4B| .|CD| 恒 成 立 ? 车 存在 , 求 入 的 值 ; 若 不 
存在 , 请 说 明理 由 . 

此 题 是 2010 年 高 考 山 东 卷 理科 第 21 题 ， 
这 道 愿 综合 考查 了 椭圆 与 双 曲 线 的 基本 概念 、 
直线 的 斜率 与 方程 、 弦 长 公式 等 知识 , 同时 考 
查 了 数学 探究 的 能 力 , 是 一 道内 涵 丰 富 、 值 得 
回味 的 好 题 . 为 了 更 好 地 发 挥 本 题 的 教学 功能 
及 思维 价值 , 下 面 我 们 重点 针对 结论 (ID 展开 
一 些 探究 , 并 加 以 引申 . 

1. 一 般 性 的 结论 ， 

这 道 高 考题 , 对 于 ( IT)， 椭圆 方程 为 二 十 


1 等 轴 双 曲线 的 方程 为 2? 一 多 = 机 对 


于 (IID)， 存 在 常数 和 = 3 使 得 |4B| + 


iCD| = A|4B| :ICD| 和 伺 成 立 ， 显 然 , 问题 
(II) 的 答案 也 可 以 换 一 种 方式 叙述 , 即 存在 常 
数 和 = 3 2 , 使 得 一 一 十 一 3V2 


TD + jo 为 定 值 -8 


将 此 离心 率 为 的 精 圆 一般 化 , 不 难得 到 斌 
题 (ID 的 一 般 性 结论 , 即 下 面 的 命 大 


2 2 
定理 1 给 定 桶 贺 E: 二 + 生 = 1(a > 
b > 0), P 是 以 忆 的 两 个 焦点 及 、 忆 为 顶点 
a :X22 一 这 二 02 一 以 上 异 于 
、 忆 的 任 一 后 ， 直线 Pi 和 PF 与 瓦 的 交 


1 
总 分别 为 4 B 和 CGC、D, 则 一 一 [A + TCD 为 





2ab> 
证 明 : 如 图 1, 设 k = kpn,k2 = kpF,， 
A(z1,Y1)、B(zx2,y2). 由 于 五 (--c,0)、Fz(c,0) 
(c= Vo2 一 多 , 以 下 同 ), 则 直线 PR 和 PP 的 
方程 分 别 为 y = ki(z 十 c)、Y = kz(z 一 c). 将 
直线 PF 的 方程 y = ki(zx 十 c 代 入 五 的 方程 
整理 为 关于 z 的 二 次 方程 得 (a?k?f 十 她)z2 十 


2a2ckfz + ao? (ek? — b2) = 0. 





1 
由 于 Z1、22 为 上 述 方程 的 两 个 根 ， 故 由 韦 


、 a2 ck2 
达 定 理 得 Y1 十 Ya2 一 -BT 
Q2(c2j 一 bp2) 

a2k? + 62 | 
从 而 由 弦 长 公式 得 


L1722 二 


[4B| = Vy (1 + Ki)[(z1 + 22)? 
4a4c2k4 Aa2(c2k? — b?) 
2 1 1 
= (1 + &1) [ee + b2)2 a2k? 十 b2 | 


_ 2abV (1 + ki)[(0? — c2)kf + b2] 
加 Qa2kt 十 02 


一 4z12zZ2|] 
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_ 2ab’*(1 + kt) 
~ a2k?+b2 
_ 2ab?(1 + k2) 
同 理 , |CD| = pr ,ss. (2) 
由 点 书 在 等 轴 双 曲线 妨 上 易 得 kik2o = 1， 


1 1 
ME Tc 
Q283 十 bz2 a2k2 +b2 
2ab2(1+ ki) 2ab2(1 + k2) 
aki + Qktk3 + b2k? 
~ 2ab2(1+R2) 2ab2(k? + kk2). 
_ Qk?+b2 a? + b2k? 
2ab2(1 +k2) 2ab2(1 + k?) 


(02+62)(l1+k?) oa2+b2 





2ab?2(1+k2). 2ab? 
1 1 02+b? 
I+ ICDI| ICDi 为 定 值 3555 
当 ae2 = 8， ” > nh 
1 1 we, 3 
AB + 1GDi = - 四 常数 入 = 一 一 
1 1 3 
使 于 Bi 十 TCD 为 定 值 -8 


2. 易 曲 线 后 的 另 一 结论 
由 定理 1 的 证 明 过 程 我 们 发 现 ， 者 kiko = 


_1, , 则 同样 有 [7 + 1 为 全 5 的 
结论 成 立 ， 而 当 扣 三 在 加 了 十 久 一 ao 一刀 上 
时 有 各 有 = 一 1， 故 将 定理 1' 中 的 等 轴 双 曲 
线 z 一 y= a2 一 刀 换 成 圆 z2 上 +2z2 = 二 02 一 成 则 
可 得 另 一 结论 (人 作 下 明 八国 
定理 2 给 定 椭圆 五 : 蕊 十 点 l(a>b> 
0), 请 、 到 为 至 的 两 个 焦点 ， 以 己 忆 为 
直径 的 圆 两 : xz 十 内 2 = oo 一刀 上 异 于 态 、 
羽 的 任 一 点 , 直线 P 丙 和 书 肌 与 媚 的 交点 分 


别 为 A、B 和 C、DD， ; 则 到 B1 十 JCI 为 定 什 
Q2 十 好 


2ab2 

3. 逆向 化 的 结论 

天 我 们 少 碟 客 理 上 的 地 向 化 问题 即 : 
给 定 椭圆 罗 : + 全 一 l(a >5>0), 两 个 焦 
点 分 别 为 及 、 羽 , 点 己 是 不 在 z 轴 上 的 一 点 ， 
直线 PL 和 PP 羽 与 忆 的 交点 分 别 为 4、B 和 
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C0、 DD, ,着 [二 GD 为 定 值 , 则 点 了 的 轨迹 
如 何 ? 探究 如 下 : 

设 P(x,y) (y 天 0), Kl 一 天 PP , K2 一 kppF,, 
由 于 互 ( 一 c,0)、B(c,0)， 则 直线 PR 和 PF 
的 方程 分 别 为 y = ki 十、 y = ko(x — ce). 
同 定 理 1 的 证 明 得 到 (1)、(2) 两 式 , 于 是 


1 1 
1481 TCD 
a2k? + 1 Q212 +b2 
51 而 2ab2(1 + 局) 


(a? + b2)(k2 + k2) + 2a2k2k2 十 202 
1 

今 (a? + b?)(kT + k3) + 202k2k2 + 202 
Rk? + k2 + k2k2 + 1 加 

JM (2M 为 常数 )， 则 
， (2 + 62 — M)(R? + Rk2) 二 (2a2 一 AM)R2K2 十 
2b2—M = Oe (3) 
(i) 如 果 避 十 嘱 不 为 常数 ， 则 (3) 式 恒 成 立 

的 充 要 条 件 为 

a2 十 了 2 二 RM . (4) 
(2a2 — M)k2k2 十 202 一 M = 0..... (5) 


将 (4) 式 代入 (5) 式 得 (a2 一 b2)(k2k2 一 1) = 
0, 因为 2 一 忆 关 0, 所 以 扩 k2 ==1. 
(ii) 如果 刀 十 及 二 NN (N 为 常数 , N > 0)， 
则 (3) 式 恒 成 立 的 充 要 条 件 为 
2a2 一 M =0 .7 (6) 
(e+ MN+2P—M =0....(7) 


将 (6) 式 代入 (7) 式 得 (0a? 一 B)(N +2)=0， 

由 于 入 > 0, 显然 此 式 不 成 立 ， 这 说 明 若 2 十 
二 NN (NN 为 常数 ,NN >0), 则 (3) 式 不 恒 成 立 . 

综合 (i)、( 让 , (3) 式 恒 成 立 的 充 要 条 件 为 
kikz = 一 1 或 kyk2 = 1， 此 时 MM= 二 已, 从 

1 1 a2 十 六 
而 于 BI + GD 为 定 值 一 一 一 gpa 

当 各 有 避 = 1 时 , 即 一 -一 一 1 可 
得 点 忆 的 轨迹 为 除去 顶点 的 等 负 双 曲 绪 一 
1 “2 一 a2 一 52; 当 kik2 = 一 1 时 ， 即 一 一 
-1 可 得 点 的 轨迹 为 除去 < 六 生生 六 上 
r+y = 0 一 她， 

由 上 面 的 探究 , 我 们 得 到 下 面 的 结论 ( 具 
体 证 明 不 再 给 出 ): 
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定理 1 给 定 梢 园 已 : 号 二 她 = 1(o > 
b>0), 太 、 羽 为 忆 的 两 个 焦点 , 已 是 平面 上 一 
点 (P 不 在 z 轴 上 )， PR 与 万 的 交 
点 分 别 为 4、 如 和 C、D, 则 一 十 一 为 


MB TCDi 
定 值 思 士气 的 充 要 条 件 为 点 已 在 等 轴 双 曲线 
EE :a 2 » 二 @2 一 已 或 加 Eo : z2 二 2 一 a2 一 
p2 上 . 
4. 引申 


1 人 定 条 件 的 
TAB + [CD 为 定 值 的 充 要 条 件 , 作为 这 个 
问题 的 讨论 可 暂 告 一 段落 , 下面 我 们 考虑 
的 问题 是, 既然 问题 中 |4B|, |CDI 的 倒数 和 
[ABT 十 TD 可 为 定 值 , 那么 |4B|, |CD| 的 积 
I4B| .|CD| 与 和 |ABI + ICD| 等 可 否 为 定 值 
呢 ? 其 充 要 条 件 又 各 是 什么 ? 下 面 进行 新 一 轮 
的 探究 . 

先 探究 |4B| :|CD| 为 定 值 的 充 要 条 件 : 设 
同 定理 1 的 证 明 , 则 可 得 (1)、(2) 式 , 于 是 
4a204(1 + kK?) (1 + kz) 
(a2k? + b2)(a2k2 + b2) 
da2b4(k? 十 kz 十 kfkz + 1) 


I4B| .ICD|= 


a2b2(k? + k2) + atkik2 + be 
Kk? 十 kK2 十 kik 十 1 
a2b2(hT + ka) aikoka FD 一 M(M 
为 常数 ), 则 
(a2b2M ~ 1)(k? + Rk2) + (a MM — 1)ktk2 + 
BAM -1=0. . (8) 
(i) 如 果 避 十 丘 不 为 定常 数 , 则 (8) 式 恒 成 
立 的 充 要 条 件 为 
o2b2M 一 一 0, se (9) 
(ad — 1)k2k2 + BM ~—1= 0.... (10) 


将 (9) 式 代入 (10) 式 得 (@? 一 D(a ki — 
52) = 0, 因为 a2 一 忆 关 0, 所 以 k2k2 一 pe 
(i 如 果 好 十 妇 = NON 为 常数 , N > 0)， 


则 (8) 式 恒 成 立 的 充 要 条 件 为 
osM —1=0 (11) 
{a —1)N+bM—1=0.... (12) 
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将 (11) 式 代入 (12) 式 得 (a? 一 52)[(N + 
1)a2 填 忆 ) = 0, 显然 此 式 不 成 立 ， 这 说 明 若 
ki 十 k2 二 NN (NN 为 常数 ,入 > 0), 则 (8) 式 不 恒 
成 立 . 

综合 (i)、( 让 ), (8) 式 恒 成 立 的 充 要 条 件 为 
kiko 二 一 或 kik2 = 一 -, 此 时 MM = 1， 从 

a a a<b 

而 |4B|: CPI 为 定 值 地 
当 kiko 一 过时, 即 ?= 二 ,可 得 


ste se, 
点 的 轨迹 为 除去 顶点 的 双 曲 线 所 一 = 
a 
= -2， 








1: 当知 io 一 一 时， 即 一 
可 得 点 罗 的 轨 六 为 除去 2 彰 上 现 项 页 点 的 糖 图 

一 十 所 - = 1. 由 此 可 得 如 下 结论 (具体 证 明 
不 再 给 出 ): , 

定理 2 给 定 椭圆 : -3 和 = 1(a > 
b > 0)， 1 及 为 巨 的 两 个 焦点 ， 忆 是 平面 上 
交点 分 别 为 A、 B 和 C、 D, 则 |AB| . CD| 
为 定 值 4b 的 充 要 条 件 为 点 P 在 双 曲 线 轧 : 


Z-_ 2 1 或 椭圆 : 末 + 茱 =1G 
oO 


C2 a 
=f 202) 上 . 
由 定理 2， 可 得 如 下 两 个 结论 ; 
结论 1 给 定 椭圆 E: -z+ 二 =1(a>b> 
BE 为 顶点 且 离 心 


2 
4+ 的 双 曲 线 忆 | : , 十 =1( 其 


率 为 





中 心 = a? 如) 上 异 于 及、 局 的 住 一 点 , 直 
线 PF 和 PE 与 EE 的 交点 分 别 为 4、B 和 、 
D, 则 |4B|. ICD| 为 定 值 4 

结论 2 给 定 椭圆 到 E: 太 + 先 =1(a>b> 
),P 是 以 的 两 个 焦点 瑟 、 且 为 顶点 且 训 


心率 为 V 一 - 2 的 椭圆 bl: + 站 ==1( 其 中 


cz = 一 ) 上 异 于 所 、F 的 任 一 点 ， 直线 
Pf 和 PP 与 避 的 交点 分 别 为 4、B 和 C、D 
则 14B| .1CD| 为 定 值 402. 
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下 面 只 给 出 结论 】 的 证 明 : 
设 同 定理 1 的 证 明 , 则 可 得 (1)、(2) 式 . 
由 在 双 曲 线 忆 上 易 得 各 徊 = 2, 于 是 
由 (1)、(2) 式 可 得 
4a?b4(1 + k?)(1 + k2) 
A 7 + 
4a2b4(1 + ki)(k? + Kk?k2) 
2 
4a2b4(1 + k?) (# 十 3) 
(a2k2 + b2)(b2 + b2k2) 
4b? (1 + k?)(a2k? + b2) 
(a2k2 + b2)(1 + 2) 
一 402( 定 值 ). 
仿 定理 2 的 探究 方法 ， 类 似 地 可 得 , |4B| 十 
ICD| 为 定 值 22 十” 的 充 要 条 件 为 力 j = 


各 或 向 ks 二 一 号 . 由 此 可 得 结论 (具体 证 明 从 
略 ): 

定理 3 给 定 椭圆 已 : 号 十 杂 =1(a>b> 
0), hhh、 及 为 互 的 两 个 焦点 已 是 平面 上 一 点 
，(P 不 在 z 轴 上 ), 直线 PR 和 P 玉 与 椭圆 已 的 


交点 分 别 为 4、B 和 C、D, 则 |4B|-+|CD| 为 
2(a2 + ) 


定 值 的 充 要 条 件 为 点 已 在 双 曲 线 
x2 y? x2 y? 
Bi : -六 一 1 T+ 


2 0O2 
1 (其 中 o = @? -好 ) 上. 
由 定理 3, 五 ee 
结论 3 给 定 梢 圆 乙 : pe =1(a>b> 
0)，P 是 以 巨 的 两 焦点 所 、 局 多 长 二 的 


端点 且 与 互 同 离 心率 的 椭圆 现 : + 
是 - 1 (其 中 呈 = 0 一 好 2) 上 异 于 次 、 胞 的 


保 一 尽 ， 直 线 PFR 和 PP 与 如 的 交点 分 别 
为 4、B 和 C、D， 则 |4B| + ICDI 为 定 值 
2(a? 十 六 ) 

a 

、 2Z2 vy 

结论 4 给 定 椭 园 E: -z+yz=1(a>b> 
0), 忆 是 以 巨 的 两 焦点 及 、f 为 顶点 且 离 心 
率 为 V2 一 ez(e 为 瑟 的 离心 率 ) 的 双 曲 线 EI : 
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一 一 Po 一 1 (其 中 c 二 a2 一 成) 上 异 于 及 、 


C2 


及 的 使 点 , 直线 P 和 书 防 与 已 的 交点 分 
别 为 4、 B 和 C、D, 则 |4B| + |CD| 为 定 值 
2(c2 十 太 ) 

乐 面 只 给 出 结论 3 的 证 明 : 

设 同 定理 1 的 证 明 , 则 可 得 (1)、 (2) 式 . 

由 忆 在 椭圆 BB, 上 易 得 kk 二 -了 于 是 
由 (1)、(2) 式 可 得 


I4B|+|CDI 
2ab*(1 + k?) 2ab2{(1 + k2) 
a2k? + b2 a2k2 + 的 
2 2 b4 
_ 2052(1 + 2) ， 200 (局 + 二 
a2k? 十 02 a + 02k2 
位 


2ab?(l1 + k2) 2(a4k? + b4) 
~ oki+b2 a(a2k? + b2) 
2(@? + b2)(a2k? + b2) 
a(a2k? + b2) 


= 2(e 十 所 )( 定 信 ) 


以 上 我 们 展现 了 对 一 道 高 考题 探究 、 创 
新 (这 里 主要 指引 申 的 几 个 结论 ) 的 过 程 , 目的 
是 要 告诉 我 们 的 学 生 , 数学 的 创新 与 发 现 并 不 
神秘 , 只 要 我 们 遵循 数学 研究 的 基本 规律 ， 从 
已 有 的 具体 问题 出 发 , 将 特殊 问题 一 般 化 ( 推 
广 ), 或 一 般 问 题 特殊 化 , 或 将 己 有 问题 作 横 
纵向 的 类 比 ( 引 申 ), 或 将 问题 逆向 思考 , 总 会 
发 现 、 提 出 新 的 问题 , 并 通过 试验 、 比 较 、 归 
纳 、 假 设 等 数学 思维 方法 和 手段 加 以 解决 (证 
明 或 否定 )， 只 要 你 做 个 有 心 人 并 努力 去 尝 
试 、 探 究 , 新 的 发 现 就 会 在 你 的 头脑 中 孕育 产 
生 ， 包 新 能 就 会 个 断 地 得 到 堵 状 与 提高 . 
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在 解析 几何 中 , 过 定点 的 直线 与 坐标 轴 
围 成 的 直角 三 角形 倍 受命 题 者 的 青睐 , 与 之 
相关 的 问题 有 长 度 之 和 (或 积 )、 面 积 的 最 值 
等 .文中 、 四 分别 总 结 了 与 之 相关 的 问题 , 给 
出 了 求解 方法 并 推广 , 得 到 了 一 般 性 的 结论 . 笔 
者 对 此 再 探究 , 发 现 与 周 长 有 关 的 一 个 问题 ， 
寻求 其 解法 后 意外 发 现 了 一 类 问题 , 并 进行 一 
般 性 的 推广 . 

问题 过 点 P(2,1) 的 直线 ! 与 z、y 轴 的 
正 半 轴 分 别 交 于 4A4、B 两 点 , 求人 ABO 周 长 ¢ 
的 最 小 值 , 并 求 出 此 时 对 应 的 直线 1 的 方程 . 

1. 解法 探究 

解法 一 : 因为 直线 ! 与 x、? 轴 的 正 半 轴 分 
别 交 于 A、B 两 点 ， 故 设 直线 1 的 方程 为 = + 


y _ 2 1_ 
5 二 1(4 > 0,b > 0), 且 满足 二 十 方 一 虐 


.c= |04|+|0OB|I+|AB| = a+bi+ 
Va + ba (大 ) 


2 1 2 
令 5-1=2tang(0<9< 了 )， 


2 
2b 
“c=|04|+|I0B|+|4B|= 一 -十 b 


一 工 
2b \” ，， 
十 (a 二 i) +b 


1 1 
=3+ Eist2tan0+ 





cos0: 


设 t 二 tan 3 (0 < x < 1), 由 万 能 公式 可 得 


1 


C0s0 = TT 





_ 4 
1 一 万 - 
、 机 1 一 上 t 4t 
由 均值 不 等 式 得 
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1 一 4 
一 一 06+4=10， 


当 且 仅 当 一 - -全 时 取 等 号 ， 即 t = 
3 时 ， c 的 最 小 值 为 10, 此 时 直线 1 斜率 为 k = 


一 tanb = -7 方程 为 vy 一 1 = -Ge 一 2)， 
即 3x 十 4 一 10=0. 
反思 : 本 解法 中 的 (大 ) 式 容易 得 到 , 但 也 
会 因为 得 到 这 一 步 后 无 法 直接 联系 条 件 和 结论 
而 选择 放弃 该 解法 .要 想 能 进展 下 去 , 需 对 式 子 
特征 敏感 , 结构 分 析 , 采用 换 元 、 再 化 简 , 达到 
求 最 值 的 目的 . 但 这 样 明 显 难度 较 大 , 不 太 容 
犁 攻破, 
2， 解法 再 探究 (几何 法 ) 
以 上 的 解法 将 问题 转化 成 纯粹 的 代数 问 
题 来 处 理 . 而 在 解析 几何 中 遇 到 与 线段 和 有 关 
的 最 值 问 题 时 , 常 借助 于 图 形 , 通过 对 称 、 二 
次 曲线 的 定义 等 将 周 长 “ 拉 直 ”, 利用 几何 特征 
直接 求解 其 最 值 . 为 此 , 笔者 尝试 将 人 AOB 周 
长 分 解 , 利用 图 形 特征 , 实现 问题 圆满 的 解决 ， 
其 解答 如 下 : 
解法 二 : {如 图 1) 作 和 八 40B 的 旁 切 贺 , 与 
两 坐标 轴 相 切 于 点 C、D, 则 当 点 书 为 切 点 时 
和 俯 4O0B 周 长 最 小 . 设 入 4OB 周 长 为 L, 圆 的 半 
径 为 7, 圆心 为 M (7,7), 则 
L=0O0A+OB+AB 
= OA+0OB+(AP+BP) 
= (OA+ AP)+ (OB+ BP) 
= (OA4+AD)+(0B+ BO) 
~ OD+OC=r+r = 2r. 


C>>6 二 2 


由 MP =7 得 f 二 2 十 人 二 1 一 7， 
解 得 * = 1 ( 舍 去 ) 或 者 r+ = 5, 此 时 也 = 2r = 
10, M(5,5), MP 的 斜率 为 和， 所 以 直线 /斜率 
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为 上 = -7 方程 为 y 一 1 = -3(z 一 外 即 
3 5 
ya 





反思 : 本 解法 充分 利用 图 形 的 特征 , 将 
人 AOB 的 周 长 进 行 分 解 ， 把 斜 边 4B 分 解 
成 4P 与 BP, 分别 傍 在 直角 边 O4 与 OB 上， 
相当 于 “ 拉 直 ”了 再 计算 , 因而 在 处 理解 析 几 何 
中 与 线段 之 和 有 关 的 最 值 问题 时 , 我 们 要 充分 
挖掘 其 几何 特征 , 实现 以 形 助 数 , 简化 计算 . 

3. 问题 推广 

过 点 P(m,n) 的 直线 /分 别 交 Zz 轴 、y 轴 
正 半 轴 于 A、 电 两 点 ,， 则 和信 AOB 周 长 的 最 小 
值 为 2(m 十 n+ V2mn). 

证 明 : 设 直线 1 与 xz 轴 的 锐角 为 8 (如 图 2)， 


(0<0<=). 


则 
Q = m+ necotd, 
b=n+mtand, 





图 2 


周 长 c 王 二 十 Va2 十 访 
一 2 十 你 十 cotb 十 tang 十 


V (mn 十 ?cot0)2 十 (人 十 ?atanD)? 
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6 十 一 
Fe sin0 
一 -一 由 1 一 一 ee 
人 tan 5， 则 sing I 000 
1—t+ “> 
II 更 ,tanbg 一 ] re 于 是 
mintint + 21-0) 
“一 1 二 反 2t 
,m1+) n(l + tt) 
1 2t 
mt2— nti+mt+i+n 
mn 
nl—t) 2mt 
=m+n+m+t+n+ 7 tI 
> 2(m + n) + 2V2mn. 
当 且 仅 当 于 下 2， 即 t 一 
-也 二 《wm 时 等 号 成 立 
7 一 
此 时 直线 1 的 斜率 
—2+t 
k=-tan0 = T 一 7 TF 
2(n 一 iam n) 
(2m— 2n + V2mn) (2m 一 V2mn) 


直线 1 的 方程 为 y = k(x 一 m) 十 2. 

从 上 述 探 究 过 程 中 认识 到 , 在 处 理 一 个 新 
矣 的 数学 问题 时 , 要 善于 从 不 同 的 角度 认识 问 
题 ， 管 于 将 不 熟悉 的 问题 通过 化 归 转 化 成 熟悉 
的 问题 , 或 从 方法 上 联系 类 比 , 优化 我 们 的 解 
题 过 程 , 不 仅 解 决 了 一 道 试题 , 更 重要 的 是 提 
升 了 我 们 数学 思维 能 力 . 在 处 理 过 程 中 , 更 要 
注重 反思 , 不 放弃 解 题 过 程 中 的 任 一 环节 , 关 
注 每 一 个 细节 , 有 时 可 谓 是 小 方法 却 有 大 发 现 ， 
感受 着 探究 的 乐趣 , 这 正 是 数学 的 魅力 所 在 . 
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只 缘 身 在 此 山中 


一 一 道 好 题 的 本 质 探究 
724300 ”陕西 省 略 阳 县 天 津 高 级 中 学 陈 波 


一 道 好 的 数学 题 并 不 在 于 有 多 人 么 难 , 而 是 
能 够 充分 考查 解 题 者 对 数学 问题 本 质 的 理解 ， 
更 应 该 是 可 以 成 为 数学 探究 活动 的 好 题材 , 本 
文 拟 介绍 这 样 一 道 好 题 . 

1. 原 题 

已 知 圆 1: 2 十 这 二 17 和 圆 C2: (2 一 2)2 十 
(y 一 2)? = 5 的 一 个 交点 是 已 (1 4), 求 过 点 
己 的 直线 !, 使 /被 两 个 圆 截 得 的 弦 长 相等 . 

2. 原 题解 答 

2.1 用 代数 方法 求解 


解法 1: 易 知 直线 1 的 斜率 k 存 在 , 因此 . 


设 直线 1 的 方程 为 y 一 4 = k(x 一 1), 即 kzx 一 
y+4 一 k = 0. 设 直 线 / 与 圆 Q1 的 交点 为 
(zl WY1)、 忆 (Xx2, Y2), 直线 1 与 网 Cs 的 交点 
为 PB (zx3, y3)、 Ps (24, Y4). 
2Z2 十 ?2 = 17， 。 
由 | kz 4 kh-0 得 
(k2+1)x?+ (8k— 2k2) 72+k2—8k—1=0, 


2 
于 是 有 zl 十 zz = 二 Z172 = 
k2—8k—1 
12 十 1 
所 以 


IPPB|= v1+ k24/ (cl 十 22)” 一 4172 
/64k” 十 32k 十 4 
VV RR+tl 


(2 — 2)*+(y—2)=5, 2 
be 得 
(Kk2+1) 22—(2k2—4k+4) 2+tk2—4k+3=0, 
2k2 一 4k 十 4 
于 是 有 xs 二 z4 = 一 5 一 一 一 


K2 十 1 
k2 一 4 十 3 
k2+1 


;TXT3X4 一 


所 以 


IBP|= v1+ kz (zs 十 ra) 一 4z3zd 
68 一 165 十 4 
YY k2+1 : 


由 | 且 妨 | = [| 马 忆 | 得 
64k27+32k+4 /16k7—16k+4 
k2+1 12 十 1 

从 而 k(k++1)(k 一 3) = 0, 其 中 二 3 为 
增 解 , 侈 去 , 所 以 大 = 0 或 k= 一 1. 

因此 所 求 直线 ; 的 方程 为 y = 4 或 十 y 一 
5 = 0. 

2.2 用 几何 方法 求解 

解法 2: 如 图 1 所 示 , 赔 C1 和 加 C2 相交 于 
点 P, C1411, C2BlL1l， 要 使 直线 1 被 两 贺 截 
得 的 弦 长 相等 . 则 需 |PA| = IPB|, 从 而 有 
IPC|—|AC1l? = |PCs|2 一 |BCa| 2 即 |4Ca] ?一 
1BCz| = |POil’ 一 |PCo| ”= 12. 


易 知 直线 1 的 斜率 kk 存在, 因此 设 直线 1 的 
方程 为 y 一 4 二 k(x 一 1), 即 kz 一 y 十 4 一 k= 0. 











Ik 一 4| 
八 二 
于 是 由 点 线 距离 公式 得 |AC1| = -3 
|Bca| = ,从 而 IACi? 18C2 = 
K-44) _ (kt+2) _ 1 
Rt+l k+l 


所 以 k= 0 或 k= 一 1. 
因此 所 求 直 线 ! 的 方程 为 y = 4 或 2 十 y 一 
5 一 0. 
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如 果 因 为 这 道 试 题 的 顺利 解答 而 至 此 结 
束 , 那么 就 会 留 育 遗憾 . 数学 解 题 过 程 绝 不 是 
单纯 地 为 解 题 而 解 题 , 解数 学 题 的 过 程 实质 上 
就 是 揭示 问题 本 质 的 过 程 . 那么 , 本 题 又 有 什 
么 “本 质 " 深 蕊 其 中 ? 

3. 探 其 庐山 真面目 ， 

3.1 对 原 题解 法 反思 . 

笔者 作 了 圆 C1: xz? 十 2 二 17 和 圆 C2: 
(z 一 2 十 (y 一 2)* = 5 以 及 直线 z+y 一 5 = 
0 和 vy = 4, 如 图 2 所 示 . 





图 2 


从 图 2 发 现 : 由 于 圆 C1 和 圆 Cs 是 两 相交 
的 圆 , 所 以 用 圆 Ci 的 方程 减 去 圆 Cs 的 方程 便 
得 到 两 圆 公 共 弦 所 在 直线 方程 z+2 一 5 = 0， 
即 为 符合 原 题 要 求 的 一 条 直线 . 由 图 形 进一步 
分 析 , 不 难 发 现 只 要 对 圆 Ci 进行 一 个 简单 的 
平移 便 得 到 圆 C/: (x - 2)2 二 妇 =17. 事实 上 ， 
用 圆 CY 的 方程 减 去 圆 Ca 的 方程 便 得 到 这 两 贺 
公共 弦 所 在 直线 方程 y = 4, 也 即 为 符合 原 题 
要 求 的 另 一 条 直线 . 因此 , 如 果 能 确定 圆 C1 的 
方程 , 可 得 原 题 中 所 需 的 另 一 条 直线 方程 . 随 
之 而 来 的 就 有 : 

问题 1: 圆 C4 能 否 确 定 ? 

3.2 提出 变 式 问 题 

对 于 问题 1, 我 们 暂且 放下 . 由 于 原 题目 
中 的 两 圆 是 相交 的 , 在 此 笔者 特 给 出 了 下 面 的 


一 道 变 式 题 目 . 
变 式 题 目 : ， ， 
己 知 加 C1: (= + 人 +) 一 2 
2 2 
和 圆 C2: “一 妆 y— 3 二 5 以 


及 一 点 P(0, -V2), 求 过 点 书 的 直线 1, 使 i 被 
两 个 圆 截 得 的 弦 长 相等 . 仿 原 题解 法 , 容易 求 
得 仅 有 一 条 符合 愿意 的 直线 上 y = zx 一 V3. 
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笔者 将 本 题 所 求解 结果 通过 作 图 (如 图 

3) 进 一 步 探究 . 因 这 道 变 式 题目 中 的 两 圆 相 离 ， 
同时 受 图 2 的 启发 产生 了 第 二 个 问题 . 

问题 2: 能 和 否 通过 平移 使 两 圆 相交 , 从 而 
转换 为 求 两 圆 公共 弦 所 在 直线 方程 ? . 





: 图 3 

带 着 问题 2, 笔者 进行 了 下 面 的 思考 探究 . 

3.3 问题 2 探究 

已 知 圆 OC1: (xz 一 01 十 (y 一 >= 和 
圆 C2: (x 一 a2)? 十 (y 一 b2)”= 至 以 及 一 定 
点 P(xo, yo), 求 过 点 书 的 直线 负 , 使 /被 两 个 圆 
截 得 的 弦 长 相等 . 

如 图 4 所 示 ， 将 圆 Ci (z 一 an + (y— 
b1)? = 7i 按 向 量 C1C1 = (mn) 平移 得 圆 G1: 
(z 一 Ma 一 ai) 十 (y—n—0) 二 rt， 将 贺 
Ca: (z 一 a2)? 十 (y 一 52)? = 哩 按 向 量 C2C2 = 
(--m, 一 n) 平 移 得 圆 C2: (z+m 一 a2)? + 
(y +n — bo) = 72. 





图 4 


用 圆 Ci 的 方程 减 去 圆 Cs 的 方程 , 则 得 直 
线 GH: 

2(m—azst+a)z + 2(n—b+h)y 一 
(al +m) ob +n ++B+r?—r3=0. 

用 器 0 的 方程 减 去 圆 C1 的 方程 , 则 得 直 
线 EF: 

2(m—as+o)z + 2(n—b+h)y + 
(az 一 m) +(b2 —n) -ot+ri—r2=0. 

从 上 述 过 程 可 以 看 出 下 面 几 点 : 
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(1) 因为 向 量 GiC1 = -C2C2, 两 圆 的 公 
共 弦 垂直 于 连 心 线 , 所 以 四 边 形 C1C1C202 是 
短 形 . 

(2) 又 由 平移 的 性 质 可 知 , 直线 G 玉 和 直 
线 EF 下 重合 , 记 这 条 直线 为 上 所 以 

— (g++m)2—(b+ n) 十 o3 十 加 十 全 一 人 = 

(a» ~m) + (bo —n) 一 at 一 好 十 经 一 了， 

即 yn2 十 ?2 + (m0) m+ (b ~ bo)n = 
0 (※) 

(3) 将 点 P(xzo, yo) 代 入 直线 1 的 方程 , 结 
合 (※) 式 便 可 求 出 m,n 的 值 , 从 而 得 直线 1 的 
方程 ， 最 后 检验 直线 1 如 果 与 加 Cy、 贺 Cs 相 
交 , 则 为 所 求 直线 . 因为 由 (1)、(2)、(3) 可 知 
直线 ! 平行 于 矩形 .人 CC2C9 的 边 C1C1, 所 以 
圆 Ci 和 圆 Ci 的 圆心 到 直线 1 的 距离 相等 , 又 
由 圆 Ci 和 圆 Ci 的 半径 相等 , 于 是 GH = EF 
这 就 说 明 经 过 定点 P(xo, yo) 的 直线 1 确实 被 
两 圆 C1 、C 截 得 弦 长 相等 . 

到 此 , 问题 2 得 到 了 解决 , 同时 对 于 原 题 
目 与 变 式 题 目 也 有 了 新 的 解法 . 还 需 说 明 的 是 
对 于 这 类 问题 至 多 有 两 解 . 

3.4 新 解法 

3.4.1 原 题目 新 解法 

设立 OO: 至 十 内 = 17 按 向 量 CCi = 
(m, n) 平移 得 癌 C1: (x 一 mm) +(y — n) = = 17. 
圆 C2: (z 一 2) + (vy—2) = 5 按 向 量 CzCX = 
.( 一 m, 一 n) 平移 得 圆 

Cs: (z+m—2+(yt+n—2)=5. 

用 圆 C4 的 方程 减 去 加 Cs 的 方程 则 得 直 
线 11: 

(4— 2m)z+(4— 2n)y+m+n2—20=0. 

用 圆 Gs 的 方程 减 去 圆 C1 的 方程 则 得 直 
线 12: 

(4 一 2mm)z 二 (4 一 2np)37 一 mm 一 2022 十 4 十 
472 — 20=0. 

由 m2 十 n2 一 20 = 一 rm 一 02 十 4 十 4 一 
20 得 m2 十 De 一 2m 一 27 = 0. 

将 点 P(1, 4) 代 入 直线 得 m2? 上 + n? 一 
2m — 87 = 0. 

从 而 解 得 由 二 0 多 二 0 或 贡 二 2,%n 二 0. 

于 是 得 直线 Zz 十 y 一 5 二 0 或 y = 二 4. 

由 于 zx 十 yy 一 5 二 0 和 wy = 4 都 与 原 题 中 两 
圆 相 交 , 所 以 这 两 直线 即 为 所 求 . 
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3.4.2 变 式 题 目 新 解法 


- 
设 圆 Ci: (= (ws 殉 ) = 2， 


按 向 量 C1C? = (m,n) 平移 得 


2 
贺 C1: (emt 宇 ) + 人 ~ ) 二 2. 


2 2 
圆 C2: -次 + 一 列 一 5 按 


向 量 C2C2 = (一 mm， 一 有) 平移 得 ， 
圆 Co: am 一 区 十 ytn— SY 一 5. 

用 加 C1 的 方程 减 去 圆 C2 的 方程 则 得 直 
线 11: 

(2V2 — 2m) z+ (8V2 -- 2p2)3 二 ?nm2 十 ?22 一 
V2m — 5V2n.+11=0. 

用 圆 的 方程 减 去 圆 Ci 的 方程 则 得 直 
线 /2: 

(2V2 — 2m) z+ (8V2— 2n)y—m?—n?+ 
V2m + 3vV2n+11=0. 

由 m2 十 n2 一 V2m 一 5V2n+1l1 = 一 mm2 一 
n2 十 V2m 十 3V2n 十 11 得 

m+n?— V2m— 4vV2n = 


将 点 P(0, V5) 代入 直线 1 得 m2 十 n2 一 
V2m—3vV2n—5 = 0, 从 而 解 得 zh 二 SZ, n= 
5V2 或 _ 3V2 n= 3. 


Te y 一 记 二 0 或 52 十 3y + 
3V2 = 0. 

由 于 x 一 y 一 V2 = 0 和 题 中 两 圆 都 相交 
所 以 这 条 直线 即 为 所 求 . 

由 于 5z 十 3y 十 3V2 = 0 和 题 中 两 圆 都 相 
离 , 所 以 这 条 直线 舍 去 . 

4， 从 几何 作 图 的 角度 看 问题 

如 图 4 所 示 , 上 述 解 法 实际 上 箭 要 将 题目 
中 的 两 个 圆 都 进行 平移 其 实 , 只 需 将 其 中 一 
个 圆 进行 平移 也 是 可 以 的 . 

对 于 给 定 的 两 圆 C4、C2 及 一 定点 已 , 能 
否 过 点 已 作 出 一 条 直线 /被 两 圆 截 得 弦 长 相 
等 ? 

如 图 5, 若 圆 CY 看 作 是 由 圆 C 沿 着 直线 
/平移 得 到 , 则 有 下 面 几 点 : 
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一 个 抛物 线 问题 的 变 式 
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问题 变 式 包括 问题 推广 、 逆 向 操作 条 件 
与 结论 、 对 条 件 与 结论 进行 迹 盖 和 隐蔽 等 , 变 
式 后 的 问题 与 原 问 题 有 着 或 明 或 暗 的 联系 . 命 
题 者 可 以 通过 变 式 构造 出 精巧 、 美 妙 的 试题 ， 
解 题 者 可 以 通过 这 些 题目 培养 探究 精神 和 发 现 
能 力 , 认 清 问题 本 质 , 积累 解 题 经 验 , 并 开阔 自 
已 的 视野 . 本 文 将 展示 如 何 从 抛物 线 中 的 一 个 
问题 出 发 , 经 过 问题 推广 、 逆 向 操作 、 遮 盖 和 
隐蔽 等 方法 , 分 别 得 到 2009 年 全 国 高 考 辽 宁 卷 
理科 第 20 题 及 2011 年 全 国 高 中 数学 联赛 一 试 
第 11 题 . 

一 、 一 个 传统 的 抛物 线 问 题 

问题 1 如 图 1, 抛物 线 = 2pz(p > 0)， 
O 〇 为 坐标 原点 ，P(m,n) 是 抛物 线 上 的 一 定 
点 ，PA、PB 是 抛物 线 上 的 两 动 弦 , 其 所 在 
直线 与 x 轴 分 别 交 于 点 M、N, 且 LPMN = 
ZLZPNM, 证 明 : 4B 所 在 直线 的 斜率 为 定 值 . 


dd dd dd dd dh dd dd dd Ld 





(1) 过 点 PP 分别 作 贺 Ci 和 圆 C2 的 切线 
PF PE. 由 于 PF? = PC. PD, PE? = PC. 
PD, 所 以 PF = PE. 从 而 可 以 求 得 PC1 = 
Vr? 十 PB? (其 中 ri 是 圆 Ci 的 半径 ). 

(2) 若 三 角形 C1C1C2 是 直角 三 角形 ， 则 
Cr、C1、Co2 三 点 共 圆 , 且 在 以 C1Cs 为 直径 的 
圆 上 . 

(3) 结合 (1)、(2) 可 知 , 以 点 忆 为 圆心 , 以 





图 1 


分 析 : 设 AB 所 在 直线 方程 为 y = kz 十 
b (显然 k 关 0), 要 证 明 斜 率 为 定 值 , 只 要 将 
问题 的 几何 条 件 ZPMN = ZLPNM 转化 为 
kpA 十 kpB = 0, 联 立 AB 所 在 直线 方程 和 抛物 
线 方 程 求 出 k 即 可 . 也 可 以 把 点 4、B 做 标 设 
定 后 根据 &Pp4 十 KpB = 0 直接 计算 kap. 


Ld Bd dd 


Vri 十 PB 为 半径 的 加 和 以 C1C2 为 直径 的 圆 
的 一 个 交点 即 为 点 Ci, 这 样 圆 Cf 就 可 以 确 
定 . 若 圆 C4 和 圆 Co 交 于 直线 CD, 则 CD 为 
所 求 直 线 上 并 且 点 书 一 定 在 直线 CD 上 , 否则 
PF = PE 不 成 立 ， 由 于 C1CI1JCD, 所 以 点 
C1、0C1 分 别 到 弦 4B、CD 的 距离 相等 , 而 圆 
Ca 和 圆 C1 的 半径 相同 , 所 以 AB = CD. 

同样 地 , 对 于 这 类 问题 至 多 有 两 解 . 

到 此 , 问题 1 也 就 得 到 了 解决 . 

5. 结束 语 

对 于 数学 中 好 的 题目 , 解 题 后 不 能 只 是 简 
单 地 进行 回顾 和 检验 , 应 该 注重 问题 本 质 的 思 
考 、 探 究 , 这 样 才能 使 我 们 的 数学 思维 进入 更 
高 的 层次 , 才能 使 我 们 在 数学 解 古 教 学 的 过 程 
中 不 断 洞察 数学 问题 的 本 质 特 征 从 而 创新 解 题 
方法 , 培养 创新 思维 . 
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证 明 : 设 AB 所 在 直线 方程 为 y = kz 十 

b (显然 k 天 0 且 存 在),，A(z1,21)、B(22,y2). 
联 立 直线 方程 和 抛物 线 方程 得 
{2 + " 化 简 得 


。 <PMN = LPNM., 。。 
即 妇 二 一 十 针 一 
2 凡 2 一 ?和 


kpA+ kpB = 0, 
= 0. 把 zl = 内，ro = 
2p 











只 7 刘 Yi 一 Yy2—n 
A 
2p 2p 
Btn = 0 四 
由 @ 得 妇 十 妇 = 字 , 代入 @ 得 k= -2 
因此 4 已 所 在 直线 的 斜率 为 定 值 . 


田 证 : 设 A(z1,Y1)、B(7x2,y2)、P(m,n), 





“ ZLZPMN = APNM, “kpat+ kpg = 一 0, 
Mr 把 zj 二星 , zo 二 
31 一念 ) 72 一作 2D 
姐 二 人 代入 得 挤 于 妇 -0 

2p 2p 
即 轨 十 如 十 2n 二 0， 尺 k4B = 执导 = 
Xi1— ?2 
-yy__ 2 -2 和- 2 
yy n+y 一 2n n 
2p: 


评注 : 由 ZLPMN = LPNM 易 得 到 关 
于 如、 妇 的 表达 式 胃 十 2 十 2r = 0, 因此 联 
立信 程 组 将 大 化 为 关于 y 的 方程 . 斜率 KR4B = 
下 具有 简洁 的 表达 式 是 另 证 可 以 进行 的 
关键 所 在 . 

二 、 河 题 推 广 

问题 2 (2009 年 全 国 高 考 辽 宁 党 理科 第 


20 题 ) 如 图 2， 已 知 椭 贺 C 过 点 4(1， >), 两 个 
焦点 为 (一 1,0)、(1,0). 


(1) 求 椭圆 C 的 方程 ; 
(2) E、 下 是 李 圆 C 上 的 两 个 动 点 , 如 果 


直线 AE 的 斜率 与 4F 的 斜率 互 为 相反 数 , 证 
明 直 线 万 严 的 斜率 为 定 值 , 并 求 出 这 个 定 值 . 
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图 2 


分 析 : 从 抛物 线 到 椭圆 , 斜率 的 表达 式 变 
得 复杂 , 必须 重新 寻 员 新 的 计算 方法 . 
解 : Q) 由 题 意 知 c = 1， 亲生 放 


2 





it T+ = 
5 = 1 解 得 总 一 3 或 这 = a 所 以 


梢 加 方程 为 于 十 拓 一 1 

(2) 设 直线 AE 的 方程 为 y= kz 一 D) 十 3 
代入 十 二 1 得 

(3+4k2)z2+4k(3—2k)z+4(3—k) 一 12 - 
0. 

设 EB(zE,yE)、 P(ep,yF). 天 为 点 A(1, 


> ) 在 椭圆 上 ， 所 以 
3 
4(5 -有 一 12 
3 十 好 2 ! 
gp 一 kzp 十 了 一 外 


又 由 直线 4 的 斜率 与 4B 的 斜率 互 为 相 


IE 三 


反 数 , 在 上 式 中 以 一 k 代 替 , 可 得 


3 2 
‘(z+%) -1 
3+4k2 
3 
yP = —krp+ 3 +k. 
所 以 直线 EF 的 斜率 kgpp = 站 2 = 


rr = 


TF— XE 
一 K(ZF+ZE) 十 2k _ 1 即 直线 万 严 的 八 率 为 
TF— ZE 2 
定 值 其 值 为 3. 


评注 : 命题 者 把 抛物 线 中 的 结论 推广 到 
椭圆 ,并 赋 以 具体 数值 , 从 而 构造 出 一 道 难 度 
宜 、 计 算 晤 适中 并 且 很 好 地 考察 解析 几何 基 
本 思想 的 好 题 . 巧 用 根 与 系数 的 关系 得 出 


7-26 


TBE、YE, 然后 以 -k 代 兰 k 直 接 得 出 ZF、YyF， 
这 是 本 是 在 计算 上 的 特色 和 他 新 
、 首 向 变换 和 隐藏 结论 
问题 3 (2011 年 全 国 高 中 数学 联赛 第 1 


x2 
题 ) 作 和 斜率 为 的 直线 1 与 椭 贺 C: 人 


1 交 于 A、B 两 点 (如 图 3 所 示 ), 且 P(3V3, V2) 
在 直线 1 的 左上 方 . 

(1) 证 明 : 和 PAB 的 内 切 圆 的 赔 心 在 一 条 
定 直 线 上 ; 

(2) 车 LAPB = 60°, 求人 PAB 的 面积 . 





分 析 : 结合 问题 2, 猜想 其 道 命题 成 立 , 即 
由 kaB = 5 及 P(3V3, V2) 为 定点 可 得 kpa 十 
kpB = 0, 从 而 PA、PB 所 在 直线 与 z 轴 构成 
等 腰 三 角形 , 和 人 PAB 的 内 切 圆 的 圆心 在 一 条 定 
直线 上 就 水 到 渠 成 . | 

解 : (1) 设 直 线 1 :Y= 32 十 7 A(z1,Y1)、 


z2 3 
B(x2, y2). 痪 一 124m 代入 攻 s+ 守 =1 中 ， 


化 简 、 履 理 得 222 | Gms + Om? 36 一 0， 
9m 2 — 36 


故 zl 十 Za = 一 3m, X11: Xo 一 


2 一 V2 2 一 V2 
Xl 一 3vV2 2 一 3V2 
sz1+m— V3 322+m— V3 

区 1 一 3V2 艺 2 一 3V2 
zizo 十 (m 一 2V 副 (aa 二 z2) 一 6V2(m 一 V2) 
(3Va)z 3D) 


— 3m(m — 2V2) — 6V2(m — V2) 

本 二 5 可 本 二 5 可 

3m2 一 12 一 3m2 二 6vV2m 一 6V2m 二 12 
(zl — 3V2)(z2 — 3V2) 








kpAa + kpB = 


9m2 — 36 
3 


只 
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因为 点 忆 在 直线 1 的 左上 方 , 因此 人 LAPB 
的 平分 线 是 平行 于 y 轴 的 直线 , 所 以 APAB 的 
内 切 贺 圆心 在 直线 zx = 3V2 上 . 

(2) 由 ZAPB = 60°, 结合 (1) 知 kpa = 
V3, kpp = 3. 于 是 直线 P4 的 方程 为: 
y— V2 = ve av 加 代入 了 于 十 江 = 
1 消去 y 得 14x? + 9V6(1 一 3V3)z 二 18(13 一 
3V3) = 0， 它 的 两 根 分 别 为 zl 和 3V2， 


所 以 zi + 3V3 = 03 二 3v3， 即 zk， 


3V203 33) 故 |P4| = /1+(V3)?. 


lzl — 3V2| = SGY+D 同 理 |PB| = 
3V2(3V3 


7 > 改 

SAPAB = 5-|PALIPBl.sin 60° = DTV 

评注 : 本 题 采 用 逆向 思考 的 方法 , 题目 
给 出 条 件 : 斜率 为 二 的 直线 ! 以 及 定点 P, 使 得 
“直线 PA 的 斜率 与 PB 的 斜率 互 为 相反 数 ”， 
不 仅 如 此 还 对 “和 PAB 的 内 切 圆 的 圆心 在 一 条 
定 直 线 上 ”这 一 目标 作 进 一 步 掩盖 和 隐藏 , 增 
加 发 现 和 探索 的 难度 , 使 得 试题 更 加 有 具有 竞赛 
题 的 意味 . 

在 以 上 三 个 问题 的 讨论 中 可 以 看 到 , 通过 
对 问题 1 的 推广 、 逆 向 操作 条 件 与 结论 、. 对 条 
件 与 结论 进行 遮盖 和 隐蔽 创造 出 两 道 优 秀 的 试 
题 . 这 样 的 问题 变 式 对 学 生 而 言 是 学 习 数 学 、 
培养 数学 兴趣 、 发 展 提 出 问题 并 解决 问题 能 
力 的 良好 素材 , 对 教师 而 言 是 灵动 地 把 握 教 学 ， 
潜移默化 地 发 展 学 生 思 维 能 力 , 进行 科学 的 命 
题 和 测试 的 良好 手段 . 
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高 考题 的 研究 


663300 云南 省 广 南 一 中 玉 事 图 


2010 年 全 国 高 考 安徽 卷 文科 第 17 题 (理科 
第 19 题 ) 是 : 

椭圆 巨 经 过 点 4(2,3)， 对 称 轴 为 坐标 轴 ， 
焦点 及 、 羽 在 z 轴 上 , 离心 率 e 二 


7 
(1) 求 椭 圆 忆 的 方程 ; 
. (2) 求 Z 肪 4B 的 平分 线 所 在 直线 的 方 
程 ( 以 下 简称 问题 ). 


该 问题 是 以 椭圆 焦点 三 角形 内 心 为 背景 
进行 命 制 的 , 笔者 认为 它 是 一 个 很 好 的 研究 性 
学 习 问 题 . 

1. 问题 的 推广 四 

定理 1 设 点 已 是 酉 圆 蕊 十 页 = 1(o > 
b > 0) 上 除去 四 个 顶点 外 的 一 点 , 点 吾 、 玉 分 
别 是 左 、 右 焦点 , 点 4A 是 人 PEF 的 内 心 ,e 是 
椭圆 的 离心 率 ， LBPF 的 平分 线 所 在 的 直线 
为 1. 

(1) 车 点 忆 的 坐标 为 (zy)， 则 :的 方程 

2Z (ee 一 1)7 
为 二 二 二 -一 一 62=0; 
1 Y1 

(2) 车 点 4 的 坐标 为 (xz2,y2)， 则 4 的 方程 

为 二 二 CC-Dy_ -0 
XT2 Y2 

证 明 : (1) 设 PA 交 7z 轴 于 点 B, EB(-6， 
0)、F({c,0), 如 图 1. e 是 离心 率 , 由 三 角形 内 
角 平 分 线性 质 定理 知 





图 1 
IBA| _ lIEB| _ IFB| _ |EB|I+IFB| _ 
14PI IEP| IEP| IPE| 十 | 已 局] 


e2zp 二 E22z1， 故 得 点 B(e?z1,0). 


. [BI 
… |B 
故 |PF|= IFB|=-(c-zp)=4- 室 . 
另 一 方面 , 由 椭圆 焦 半 径 公 式 知 |PF| = 
a 一 eZP， 比较 两 式 得 -2 = ezp, 所 以 zB = 
0 


一 €, 


线 PB 的 鲜 率 k YP—_YB -如 一 


ZP 一 2B 


故 所 求 的 角 平 分 线 方程 为 y 一 0 = 


2Z 一 e2x1); 即 





za e2) 
3 ( 
zi1(1 一 e2) 
Ce 一 1 e2 
zi yl 
(2) 由 (1) 的 证 明 得 入 = 2 = = 6, 故 由 定 
比分 点 公式 知 


_ ZB++ATp _ 


一 0. 





AP yp—yA 


1+e 1 十 
知 yp 一 2 YA = 


Xx» 1 十 e 
P(= | ) 
ey 


所 以 平分 线 P4 的 斜率 上 = 当下 = 
1 十 e zx 2 
2 一- 如  ， 故 所 求 方程 为 
2 一 22 ja e) “一 
pyr TZ2 )， 即 
2 (ke 一 UY 
Xo Vy2 2 » 
定理 2 设 P(zlgn) 是 双 曲 线 误 一 让 = 
1(a > 0,b > 0) 上 除去 两 个 顶点 外 的 一 点 ,点 
巨 、 正 分别 是 左 、 右 焦点 , 点 4 是 人 PEF 的 内 


,YP- YA 
e Cy,, 故 得 点 














22 二 


一 一 (0. 
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心 , 则 ZEBPF 的 内 角 平 分 线 PA 所 在 的 直线 方 
程 为 -7 - 2 =1. 
b2 


证 明 : 不 妨 设 点 书 在 右 分 支 上 , P4 交 z 轴 
于 点 B(x2,0), BE( 一 c,0)、F(c,0), 双 曲 线 的 离 


心率 为 e. 则 由 双 肌 绕 右 分 支 的 售 训 径 分 续 肥 


I2B| _ 
三 角形 内 角 平 分 线性 质 定理 得 | 二 | 一 FB 
。 EX1 十 和 


_ 立 2 — (4—C 他 
. 一 一 -人 一 9) ) 4 即 To 一 zx] 
“exi 一 Q 一 之 


所 以 内 角 平 分 线 PA 的 斜率 ， 
ko YP— YB _ Yl — TY1 
ZP 一 ZB a2 28 一 a2 
1 一 证 








改 内 和 角 平 分 线 PA 的 为 程 为 一 0 = 


> 
22 一 a2 (z 2),: 
即 22xzay12 十 (28 — bbz?)y = ya2b?. 


因为 点 P(ztn) 在 双 曲 线 瑟 — = 
1 上 ,所 以 e252 一 Da 二 一 0 好， 代入 上 
式 得 好 ziyiz 一 2y2y = na?b, 
Q2g17 = Q202， 即 一 >- > AY 
2. 问题 的 引 有 
者 我 们 将 内 心 引 申 为 学 心 进行 研究 ， 则 得 


定理 3 ” 设 点 P(zi,W) 是 椭圆 二 2 5 十 钨 一 
1(a > 日 > 0) 上 除去 四 个 顶点 外 的 一 点 ， 点 
已 、 下 分 别 是 左 、 右 焦点 , 点 和 是 人 PEF 的 旁 
心 , 则 LEPF 的 外 角 平 分 线 P4 所 在 的 直线 方 
程 为 2Z | 2 一 1. 

Q2 

证 明 : 不 妨 设 旁 心 4 是 <PEF 的 内 角 平 
分 线 和 LEPF 及 LEFP 的 外 角 平 分 线 的 交 
点 , 直线 P4 交 zz 轴 于 点 已 (zz,0)， 瑟 (一 c,0)、 
F(c,0), 椭圆 的 离心 率 为 e 则 由 椭圆 焦 半径 
公式 及 三 角形 外 角 平分 线性 质 定理 得 全! _ 





. XT1Y1T+ (02—2?)y = yia?, 


。。 b2z1x 一 


IPF| 
IEB| , ,0+ er _ Zz2+c B 于 
IFB|l' aerzl ra-e’ “2 一 Z1 
所 以 外 角 平 分 线 P4 的 斜率 
大 二 YP— YB _ Yl — X11 
ZP 一 2 a2 22 一 a2 


故 外 角 平 分 线 P4 的 方程 为 g _0 =- 


也 13/1 做 
(人 ), 
2Z41 a C1 


Bp b2zyiz 十 (a2b2 一 82 





,ZI1V1Z 十 (0 一 27)9 = yo?, 


Zz2)y = ya2b?. 
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因为 点 P(z1,) 在 椭圆 三 3 + = 1 上, 

所 用 a bb? = a2y2, 代入 上 式 得 02z1wyz+ 
02g19 = Wia202，。… pb2ziz + ayy = a2b?, 
即 汪 + 纵 =1， 
212 

定理 4 设 点 忆 是 双 曲 线 三 =- 一 1 
(a > 0,2 > 0) 上 除去 两 个 顶点 外 的 年 一 点 ， 
尽 已 、FF 分 别 是 左 、 右 焦点 ,点 4 是 人 BPF 的 
旁 心 , 双 曲 线 的 离心 率 为 et ZBPF 的 外 和 角 平 
分 线 所 在 的 直线 为 1. 

,0 ys hy 则 7 的 方程 
为 一 人 一 - 2 = 0; 


二 着 束 4 的 到 标 为 Co 0) 则 4 的 方程 
之 十 le— Dy ~-e 一 0. 


证 明 : 1) 不 芒 设 旁 心 A 是 LPEF (或 
LPFE) 的 内 角 平 分 线 和 人 LEPF 及 LEFP( 或 
ZFEP) 的 外 角 平 分 线 的 交点 ，PA 交 z 轴 于 
点 万, E(-c,0)、 Ft{c,0). 

当 点 了 在 右 分 支 上 时 , 如 图 2 所 示 . 由 三 
角形 内 、 外 角 平 分 线性 质 定理 知 





| 召 4| _ [EB| IFB| _ IEB|-|FB| 
14P| le IFEP| |PE|-|IPF| 
2c FBI 1 
__ L 一 二 二 
= e, 所 以 [EBP| e, 即 IPFI zlFBI. QQ 


。 自 @ 得 |PF| 


TB 
ss 一 忆 。 


另 一 方面 ， 由 双 曲 线 的 右 焦 半径 公式 
短 |PF| = exp —a. 比较 两 式 得 < = exp. 
当 点 忆 在 左 分 支 上 时 ， 如 图 3 所 示 . 


由 三 角形 内 、 外 角 平 分 线性 质 定理 知 
IB4| _ |FB| _ |EB| _ |FB|I-IEB| 


I4P| JFPI IEPI IPF|- IPE| 


2c _ B| 
20 e, 故 | 有 P| =— &, 即 |IPE| 一 IEBI. 全 


2 


1 1 
= ze2| = cz(zB 一 6) = 
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由 名 得 IPE| = 


TB 


oT 


另 一 方面 ， 由 双 曲 线 的 左 焦 半 径 公式 
知 |PF| = 一 exp 一 a. 比较 两 式 得 一 oa 一 = 一 


2 
一 czP 一 Q, 从 而 得 二 一 CEZP， 


1 1 
zlEB| = (~e— 28) = 





图 3 


所 以 zB = ez2zpP = e2x1, 故 点 B(e2z1,0). 
所 以 角 平分 线 PB 的 斜率 k= 下 一 二 -= 




















Tp—7XB 
纵 一 = -一刀 “~, 故 所 求 的 角 平分 线 方 
2Z1 一 EX1 =- za c2)] 
程 为 y 一 0 = TUE Xx1), 即 
2 -Dy 2_0. 
Tl1 321 BA 
(2) 由 (1) 的 证 明 得 入 = Ap = 6， 故 由 定 
比分 乓 公式 知 
ZB 十 XZzP erp+erp 
4 一 TAN ite 一 
。 24 
“TP 一 一 
由 定 比分 点 公 Sa 
_BA_ya-yB_y4-0_, 
AP yp—yA YPp-—YyA 
故 yP = ga 一 ey,, 故 得 点 
P( 至 ,二 yo)]. 所 以 角 平 分 线 P4 的 斜率 
1 十 e 
ek /A e Y2 
4 一 2P rao— 22 
_ “ 
xX2(l1 —e) 
故 所 求 的 方程 为 y 一 yo = 二 
z2), B+ eo. 
z2 yo 
3. 结论 的 应 用 
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下 面 举例 说 明 这 两 个 定理 的 应 用 . 
例 1 (2010 年 全 国 高 考 安 徽 卷 文科 第 
17、 理 科 第 19 题 ) 椭 贺 丈 经 过 点 4(2,3)， 对 
称 轴 为 坐标 轴 , 焦点 下 、 胞 在 z 轴 上 ， 离 心 
率 e = 3， 求 所 A 及 的 平分 线 所 在 直线 的 
方程 . 1 
解 : 因为 Zz1 = 二 2, y= 二 3, 而 e = 5， 由 题 意 
及 定理 1(1) 得 人 AB 的 平分 线 所 在 直线 的 
z —1)y 1 
例 2 点 也 在 椭圆 思 十 丰 二 1 上 , 且 位 
于 第 三 象限 , 、 瑟 分 别 是 椭 加 的 左 、 右 焦点 ， 
若 人 PEF 的 面积 为 20, 求 ZEPF 的 内 角 平 分 
线 所 在 直线 的 方程 . 
解 : 因为 a = 3V5,b = 2V5,c = 5,e = 


>, 设 P(z1,n), 则 由 题 意 得 人 PEF 的 面积 


3 = IEFllyp| = elyl = Sly| = 20, 所 
以 || = 4, 代入 椭圆 方程 解 得 |x1| = 3. 

因为 点 王位 于 第 三 象限 , 所 以 点 卫 的 坐标 
为 (一 3, 一 4). 

由 定理 1(1) 知 ， 角 平分 线 方程 为 二 + 
G -LUy 5 
~ oO-y+5=0. ， 

例 3 点 P(-V3, 一 V3) 在 双 曲 线 x2 一 郑 
= 1 上 , BB、 下 分 别 是 双 曲 线 的 左 、 右 焦点 , 在 
和 人 PEF 中 , 求 ZBPF 的 内 和 角 平 分 线 PA 所 在 
直线 的 方程 . 

解 : 因为 a = 1,b = V3,zl = 一 V2,o = 
一 V3, 由 题 意 和 定理 2 得 PA 所 在 的 直线 方程 


为 一 V2z 一 -~Y% 一 1, 即 V6z 一 /十 V3= 0. 


例 4 点 P(V5, 2) 在 椭圆 福 十 天 一 
1 上 ,， 包 、F 分 别 是 椭圆 的 左 、 右 焦点 , 在 
和 人 PBF 中 , 求 ZBPF 的 外 角 平 分 线 PA 所 在 
直线 的 方程 . 
”” 解 : 因为 a = 3,6 = V6,z1 = V3,Wn = 
一 2， 由 题 意 和 定理 3 得 PA 所 在 的 直线 方程 
3X —2y 


为 Ya + 一 即 V3z 一 3y 一 9 = 0. 


一 0， 2 一 YY 一 = 0 
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在 解 题 过 程 中 关注 
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命题 转化 的 等 价 性 


201801 ”上海 市 育才 中 学 徐 全 


笔者 今年 带 教 高 一 , 在 教 " 充 分 条 件 和 必 
要 条 件 ” 的 拓展 课时 , 给 出 这 样 一 个 问题 : 

例 己 知 关于 z 的 方程 z2 十 (一 2)7 十 大 十 
6 = 0 有 了 两 个 大 于 1 的 实数 根 , 求实 数 k 的 取 值 
范围 

此 题解 法 多 样 , 常见 的 解法 及 其 相应 的 学 
生 易 错 点 有 : 

1. 使 用 来 根 公 式 将 问题 转化 为 求解 相应 
的 无 理 不 等 式 . 

分 析 : 无 理 不 等 式 已 从 高 中 课程 标准 中 删 
除 , 其 难点 在 于 去 根 号 时 要 注意 不 等 式 的 等 价 
变形 , 不 能 只 顾 两 边 平方 , 所 以 大 部 分 采用 此 
思路 解决 问题 的 学 生 都 错 在 无 法 正确 解 出 相应 
的 无 理 不 等 式 . 

2，、 写 出 “已 知 关于 Z 的 方程 2 十 (一 2) 
TX 十 尺 十 6 二 0 有 两 个 大 于 1 的 实数 根 ” 的 充 要 
条 件 , 继而 求解 . 

分 析 : 此 类 解 站 过 生地 种 犯 的 销 误 部 是 认 


为 其 充 要 条 件 为 /zi + zs > 2， 其 实 这 只 是 
TZ172 > 1, 

原 命题 的 必要 条 件 . 逆向 验证 其 充分 性 可 立即 

找 出 反例 : zl 二 0.7, zo 二 4.3， 原 命题 的 充 要 


人 0， 
条 件 应 该 是 4 zl 一 1+z2z 一 1 > 0， 
(zl 一 1)(za 一 1) > 1. 
3. 利用 数 形 结合 , 设 f(X) = 7X2 十 (k 一 2) 
Z 十 上 十 6, 据 题 意 , f(z) 的 图 像 与 工 轴 的 交点 的 


横 坐 标 均 大 于 1. 


WA A Sd Se a A a PS A Sa Sa Se Sd a Sd Se SA Sd A SA Nd 


2 2 
例 5 点 已 在 双 曲 线 二 - 乞 = 1 上 ， 
巨 、 玉 分 别 是 双 曲 线 的 左 、 右 焦点 , 和 PEF 的 
旁 心 A(6, -5), 求 PA 所 在 直线 的 方程 . 


解 : 因为 = 3,6 = Vi,e=4,e 一 S$,z2 一 


分 析 : 此 类 解法 学 生 最 常 犯 的 错误 就 是 将 


pb:4 IT 1 人 之 0， - 
图 像 特征 转化 为 | (让 > 0 其 实 这 也 只 是 原 


命题 的 必要 条 件 , 道 向 验证 其 充分 性 可 立即 找 
出 反例 : 虽然 人 > 0 且 f(1) > 0, 但 f(z) 的 对 
称 轴 位 置 在 直线 2 一 1 的 左 侧 . 原 命 题 的 充 要 
条 件 应 该 是 4 了) 之 0， 

3 > 1. 

上 述 三 类 常见 的 易 错 点 有 这 样 一 个 共同 
的 特征 : 学 生 只 理解 了 题目 条 件 ( 即 原 命题 ) 的 
必要 条 件 , 没有 逆向 验证 其 是 否 也 满足 充分 性 ， 
即 无 法 正确 写 出 题目 条 件 ( 即 原 命题 ) 的 充 要 
条 件 , 而 将 问题 进行 等 价 转化 又 恰恰 是 解决 所 
有 问题 的 先决 条 件 . 至 此 , 我 们 不 难 发 现 , 高 中 
数学 在 将 问题 进行 等 价 转化 的 要 求 上 比 初 中 
高 很 多 , 所 以 “充分 条 件 与 必要 条 件 ” 的 教 党 是 
初 、 高 中 衔接 的 一 个 重要 着 眼 点 ! 

上 述 问 题 在 整个 高 中 数学 教学 中 都 有 所 
体现 , 笔者 回想 去 年 的 高 三 教学 , 发 现 许多 问 
古都 出 在 对 题目 条 件 的 等 价 转化 上 . 下 面 举 几 
个 例子 供 参 考 . 

例 1 方程 2?+alz|+a? 一 9=0(g € R) 有 
唯一 的 实数 根 , 则 a = . 

错 解 : 令 t = |z| 0, 则 原 方程 有 唯一 的 
实数 根 等 价 于 方程 从 + at+a2 一 9 = 0(a € 








只 有 了 唯一 解 t = 0, 因此 将 t = 0 代入 方 
程 得 2 一 9 一 0, 从 而 解 得 a = 土 3. 


dd sd bd od dosh dd od st sd od ed 


6,y2 = 一 5, 由 古 意 和 定理 4(2) 得 PA 所 在 直 


。 (3-1)y 4 
线 的 方程 为 5 十 ~ 一 5 一 一 了 = 0， 凤 
5z 一 2 一 40 = 0. 
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究 其 错误 原因 , 首先 , “方程 只 有 唯一 
解 t = 0" 只 是 原 命 题 “z? 二 alzl|+o 一 9== 
0(a < R)” 有 唯一 实数 根 的 充分 条 件 . 其 次 ， 
“将 t = 0 代入 方程 四 得 o -9 = 0, 从 而 解 
得 a = 土 3 也 只 是 “方程 由 只 有 唯一 解 1 = 
0 的 必要 条 件 . 由 于 对 原 命题 的 两 次 转化 均 
非 等 价 , 所 以 解答 错误 . 

原 命 题 的 等 价 命题 应 为 “方程 只 有 唯一 
解 + = 0 或 有 两 个 不 同 的 解 妇 = 0 且 t。 < 0”. 
所 以 可 以 从 “方程 必 有 一 解 t = 0” 这 一 原 
命题 的 必要 条 件 出 发 将 t = 0 代入 方程 中 解 
得 a = 土 3, 再 进一步 检验 a = 土 3 时 方程 也 的 
解 的 情况 是 和 否 符 合 “ 只 有 唯一 解 t = 0 或 有 
两 个 不 同 的 解 寻 二 0 且 t。 < 0” 即 可 ， 从 而 舍 
去 a= 一 3, 例 1 的 正确 答案 为 3. 

例 2 有 一 道 解 三 角形 的 问题 , 缺少 一 个 
条 件 , 具体 如 下 : “在 A4BC 中 , 已 知 a = V3， 
B = 45°, , 求 4 的 大 小 .” 经 推断 ， 空 
格 中 缺少 的 条 件 为 三 角形 一 边 的 长 度 , 且 答 案 
提示 4 = 60°, 试 将 所 缺 的 条 件 补充 完整 . 

错 解 : 将 原 问 题 转化 为 “在 A4BC 中 , 已 
知 a 二 V3,，B=45*，A4=60°, 求 三 角形 另 一 边 
的 长 度 ”, 于 是 由 正弦 定理 可 解 得 5= V2. 

若 检 验 一 下 便 知 当 b = V2 时 , 4 = 
60° 或 120°, 与 题 意 不 符 , 因此 解答 错误 . 其 
错误 原因 在 于 答案 “4 = 60°” 的 等 价 命 题 
应 该 是 4 有 且 只 有 一 解 为 60"， 而 非 4 有 解 
为 60"， 此 时 避免 错误 的 方法 是 注意 等 价 命 
题 的 转化 , 判断 已 知 两 边 一 对 角 时 , 三 角形 
的 解 的 个 数 情况 ， 从 而 可 以 转变 为 求 c 边 , 使 
得 问题 的 己 知 条 件 为 已 知 了 两 边 一 夹 角 ,， 则 三 
角形 的 解 的 情况 叭 一. 具体 解答 过 程 如 下 : 
C = 180°? 一 (45° 十 60?) = 75°, 由 正弦 定理 知 


V6+V2 填 入 空格 即 可 


例 3 设 两 个 向 量 鼠 、 巡 ,满足 |@| = 2， 


| 可 | = 1, 如 、 巡 来 角 为 60°, 若 向 量 2421 十 7 人 2 
与 向 量 li 十 te2 的 夹 角 0 为 钝 角 , 求实 数 上 的 取 
值 范 围 . 
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错 解 ; 因为 向 量 2tel 二 7 人 与 向 量 可 十 
te2 的 夹 角 0 为 钝 角 , 所 以 cosb < 0, 即 (2te? 十 
762). (@ 十 te2) < 0,.….- 

究 其 错误 原因 , cosb < 0 只 是 向 量 2tel 十 
762 与 向 量 ei 十 te2 的 夹 角 9 为 钝 角 的 必要 非 
充分 条 件 , 两 个 向 量 反 向 即 为 反例 . 其 充 要 条 
件 应 该 是 (2tEt + 7862). (& 十 te2) < 0 且 向 量 
2tel 十 7e2 与 向 量 el + te2 不 能 反 向 . 

将 数学 问题 中 的 条 件 进行 等 价 转化 固然 
重要 , 但 善于 利用 其 必要 条 件 往往 可 以 为 问题 
的 解决 开辟 一 个 崭新 的 入 口 , 请 看 下 面 两 道 题 . 

例 4 若 f(x) = a.sinz 十 3cosz 是 侦 函 
数 , 求实 数 a 的 值 . 

分 析 : 此 题解 决 的 方法 之 一 可 以 是 严格 按 
照 “Fz) = a .sinz 十 3cosz 是 偶 函 数 ” 的 等 价 
命题 “对 Vz € RR, f(x) = f(--x) 恒 成 立 " 解 得 
实数 4 的 值 . 但 如 果 利用 其 必要 条 件 f (了 ) = 
f (也 ) 可 快速 解 得 a = 0, 再 进一步 检验 “a = 
0 是 否 为 “ffz) = a.sinz 十 3cosz 是 侦 沙 数 ” 的 
充分 条 件 即 可 . 

例 5 对 任意 自然 数 m， 求 使 等 式 二 5 
22 n2 n(n + 3 
55 (Cr 一世 ‘(2n+1) 2(2n+5b) 
恒 成 立 的 整数 c、 的 值 . 

分 析 : 此 是 无 法 对 等 式 左边 进行 化 简 处 理 
从 而 无 法 直接 对 此 等 式 恒 成 立 进行 等 价 转化 . 
然而 ， be 


n2 


1 3 35 Tan -Cnt1) 一 
nna 
32 二 条 全 成立 的 一 个 必要 条 件 是 m = 1、 


2 时 等 式 均 成 立 , 从 而 可 以 获得 一 个 关于 wa、 
b 的 二 元 一 次 方程 组 , 解 出 相应 的 a、b, 再 用 数 
学 归纳 法 进一步 证 明 其 充分 性 即 可 . 

. 综 上 所 述 , 通过 “充分 条 件 与 必要 条 件 ” 的 
教学 可 以 让 学 生 深 刻 认识 到 : 在 解 题 过 程 中 应 
充分 关注 命题 转化 的 等 价 性 , 偶尔 灵活 使 用 原 
命题 的 必要 条 件 , 也 能 为 问题 的 解决 提供 一 个 
崭新 的 入 口 ! 
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破解 题 设 中 的 隐 含 条 件 


743000 ”甘肃 省 定西 市 一 中 刘 占 溪 


一 个 数学 问题 的 条 件 , 有 时 比较 显露 , 有 
时 比较 隐蔽 , 有 时 又 在 显露 中 暗含 着 隐蔽 , 我 
们 把 这 种 隐蔽 在 题 设 中 的 已 知 条 件 称 为 隐 含 
条 件 . 隐 含 条 件 既 有 积极 的 暗示 作用 , 又 有 消 
极 的 于 扰 作 用 .如 果 我 们 在 解 题 时 忽视 了 发 掘 
隐 含 条 件 , 可 能 会 陷入 困境 或 造成 错误 ; 而 者 
深入 挖掘 了 隐 含 条 件 , 将 会 事半功倍 , 出 奇 制 
胜 ! 

一 、 重 视 题 设 内 的 隐 含 条 件 

通常 情况 下 , 题目 中 的 已 知 条 件 都 是 明显 


的 , 但 是 有 些 题目 的 茶 些 已 知 条 件 却 隐 含 在 图 


形 中 或 问题 的 实际 意义 以 及 已 知 条 件 之 间 的 关 
系 内 . 

例 1 已 知 正方 形 ABCD 内 一 点 P 到 三 
个 顶点 A4、B、C 的 距离 分 别 为 PA=V7, PB= 
1, PC = 3, 求 正 方形 的 边 长 . 

解 1: 设 正 方形 的 边 长 为 a, <ABP = 6， 
则 ~PPBC = 90° 一 0. 

由 余弦 定理 有 ?7 = az 十 1 一 2cosb, 9 = 
az 十 1 一 2acos(90。? — 0), 

两 式 消去 9 得 a4 一 16a? + 50 = 0, 解 得 
0 = V8+t V14. 

分 析 : 上 述 答案 有 问题 ! 因为 没有 考虑 取 
舍 ! 

由 点 忆 在 正方 形 ABCD 内 , 应 有 AB 十 
BC > AP+ PC, B20 > Vi+3 > 
2V8 - V14, 所 以 a A V8 — V14; 

又 因为 8 十 V1i4 < 8 十 V28, 即 8 十 Vi4 < 
(1 十 V7)?, 亦 即 V8+Vi4<1+V7i<1+3, 
所 以 a = V8 二 V14. 

二 、 深 入 挖掘 , 出 采制 胜 

1. 控 据 几何 意义 

许多 数学 概念 都 有 其 明确 的 儿 何 意义 , 深 
入 挖掘 , 恰当 运用 , 可 使 繁杂 问题 直观 化 、 简 
单 化 . 


例 2 (2007 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 设 
实数 o, 使 得 不 等 式 |2x - al 上 +il3z 一 2c| > o 对 
任意 实数 zx 恒 成 立 , 则 满足 条 件 的 a 所 组 成 的 


(©C) 区 3| ; (D) [~—3, 3]. 


分 析 : 参考 答案 是 先 去 掉 绝对 值 符号 , 再 
由 对 任意 实数 xz 不等式 恒 成 立 , 分 别 找 出 不 同 
情形 下 的 范围 , 最 后 合并 得 到 a 的 集合 , 过 程 
繁复 , 出 错 率 很 高 . 

如 果 抓 住 绝对 值 概念 的 距离 特征 , 将 原 不 
等 式 变形 为 2|z 一 >| +3l 一 | > 02, 问题 
便 转化 为 : 

动 点 P(z) 到 定点 4 (5) 距离 的 2 倍 与 到 


定点 BB (车 a > 0 时 如 图 1, a <0 时 同 
理 ) 距离 的 3 倍 之 和 最 小 时 , 求 点 忆 的 位 置 . 





图 1 


如 图 2， 当 点 运动 到 点 电 时 ， 虚线 重复 
最 少 , 将 z = 全 代 人 原 不 等 式 得 答案 a < 


a B(P) 
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2. 关注 数字 特征 

挖掘 数 的 特点 , 寻找 数 之 间 的 内 在 规律 是 
数学 研究 的 重要 任务 , 解数 学 题目 时 同样 要 充 
分 挖掘 条 件 中 的 数字 关系 . 

例 3 若 24+2B+C = 0, 试 求 直线 Az 十 
By 十 C= 0 被 抛物 线 y2 = 2z 所 截 得 的 弦 的 中 
点 的 轨迹 方程 . 

分 析 : 一 般 都 会 直接 联 立 直线 和 抛物 线 
方程 ,再 用 韦 达 定理 求解 . 但 仔细 观察 条 件 
24 十 2B 十 C = 0 便 会 发 现 ， 点 P(2,2) 既 在 直 
线 4z+Bzy+C =0 上 , 又 在 抛物 线 y2 = 2x 上 ， 
若 设 弦 中 点 M(z,y)， 可 求 出 弦 PQ 的 另 一 端 
点 坐标 Q@(2z - 2,27 一 2), 再 代 人 ?2 = 2z 便 得 
点 M 的 轨迹 方程 为 (y 一 1 了 ?=x 一 1. 

3. 寻找 结构 特征 

结构 体现 着 问题 的 独特 性 , 找到 了 问题 的 
结构 特征 就 等 于 抓 住 了 问题 的 关键 , 自然 也 就 
容易 找到 解 题 的 思路 . 

例 4 (2011 年 “希望 杯 ” 高 二 试题 ) 如 果 关 
于 z 的 不 等 式 ++ 


2z2 十 az 一 1 
常数 ) 的 解 集 是 [-2, 一 1) U (让 那么 a 二 


;7 一 


> n(m、a、n 是 








解 : 此 是 若是 想当然 将 分 式 不 等 式 转化 为 “ 


不 等 式 组 去 解 , 会 涉及 三 个 参数 的 讨论 , 过 程 
繁琐 、 元 长 ! 

若 将 原 不 等 承 变形 为 

2720” 一 om 一 an)z 一 (n+t+1) < 0, 抓 住 分 
27*+or—l 
式 中 分 子 能 取 零 而 分 母 不 能 取 零 和 解 集 中 
区 间 [-2, 一 1)U (#1 的 闭 、 开 的 结构 特征 ， 
便 可 得 出 -2 和 1 是 二 次 方程 2nz2 一 (mm 一 an) 
z 一 (n 十 1) = 0 的 两 个 根 , -1 和 3 是 二 次 方程 
2z2 二 az 一 1 =0 的 两 个 根 ， 依 韦 达 定 理 很 容易 
得 =1 7m2= 二 ,mm 一 一 二 . 

4. 挖 据 图 像 性 质 

图 像 是 数学 问题 的 直观 形式 ; 因此 在 解 古 
时 可 以 借助 图 像 解 题 . 

例 5 (2003 年 “希望 杯 * 高 一 试题 ) 英 数 
f(x) = x2 一 3(x < 0) 的 反 函 数 f-i(zx), 则 不 等 
式 f(x) 一 f™i(x) 的 解 信 是 ............. ( ) 
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分 析 : 解 此 题 的 常规 思路 是 : 求 出 反 函数 
fi(z) = 一 Vz 十 3(x > 一 3), 然后 解 无 理 不 等 
式 z2 一 3 < 一 VX 十 3, 运算 量 大 , 错误 率 高 ! 
抓 住 原 疯 数 与 反 函 数 图 像 关 于 直线 y = 
Z 对 称 的 特点 ， 画 个 草图 (如 图 3) 就 可 看 
出 不 等 式 的 解 集 应 为 (zo0,0]， 其 中 zo 是 方 
程 z2 一 3 = z 的 根 , f(x) < f-!1(x) 的 解 集 是 


1 — V13 
| 





5， 变换 表述 方式 

例 6 ( 牛 吃 草 问题 ) 牧 场 上 有 一 片 青 草 ， 
每 天 都 生长 得 一 样 快 ， 这 片 青草 放牧 24 头 牛 
吃 , 可 以 吃 6 天 . 放牧 21 头 牛 吃 , 可 以 吃 8 天 . 假 
设 每 头 牛 每 天 吃 草 量 相 等 , 问 (1) 如 果 放 牧 
16 头 牛 吃 ,， 可 以 吃 几 天 ? (2) 要 使 浓 草 永远 吃 
不 完 , 至 多 放牧 几 头 牛 ? 

此 题 条 件 穿插 交错 , 不 易 把 握 , 如 果 我 们 
换 一 种 熟悉 的 表述 方式 , 思路 就 明朗 多 了 . 

变 式 1: 快 、 中 、 慢 三 辆 摩 的 同时 从 同一 地 
出 发 , 沿 同一 公路 追赶 前 面 一 匀速 行驶 的 自行 
车 , 快车 以 每 小 时 24 公里 的 行 速 6 小 时 可 追 上 ， 
中 车 以 每 小 时 21 公里 的 行 速 8 小 时 可 追 上 , 问 
(1) 如 果 慢 车 以 每 小 时 16 公里 的 行 速 几 小 时 可 
追 上 ? (2) 慢车 最 大 行 速 在 每 小 时 几 公 里 以 内 
时 将 永远 追 不 上 自行 车 ? 

变 式 2: 如 图 4, 快 、 中 、 慢 三 辆 摩 的 同 
时 从 入 地 出 发 , 分 别 在 4、B、C 处 追 上 同时 
从 M 处 出 发 的 自行 车 , 行 速 与 追击 时 间 见 下 表 


追击 时 间 

2% | 6 
2 | 8 
16 | zz | 
vv | | 
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解 : 由 |INM| = 6(24 —») = 8(21 ~ ») = 
zfl6 一 0), 解 得 v = 12, z = 18. 

(1) 慢车 用 18 小 时 方 可 追 上 骑 车 人 , (2) 若 
慢车 行 速 。 < 12 公 里 /时 , 将 永远 追 不 上 骑 车 
人 . 

6. 建立 映射 关系 


例 7 如 图 5 将 正三 角形 4BC 的 各 边 n 


等 分 , 过 各 分 点 在 三 角形 内 作 三 边 的 平行 线 ， 
求 边 长 为 二 的 小 蓉 形 的 个 数 

分 析 : 如 果 我 们 的 研究 对 象 离 不 开 小 凌 形 
则 因 图 形 中 扑朔迷离 的 重 登 关 系 , 计算 困难 
容易 出 错 ! 

随便 拿 出 一 个 小 凌 形 出 来 (图 中 阴影 ) 不 


ho 


十 Sin 








， 不 
+ sin 


je 


即 二 > 二 . 

( 当 且 仅 当 A4BC 是 等 边 三 角形 时 “>” 取 
等 号 ) 

如 图 3, A4BC 的 外 接 圆 过 和信 O010203 的 
三 条 高 O14、O2B、OsC 的 县 足 A、B、C, 所 以 
入 ABC 的 外 接 贺 必 过 O203、OsOQ1、0O10 的 
中 点 M1、M2、Ms ( 九 点 圆 性 质 ). 而 和 O10O0208 
与 AMiM2Ms 是 位 似 比 为 

`. R'= 2R. 这 样 我 们 得 到 于 > 并 即 ”> 
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难 发 现 它 们 都 有 唯一 一 条 已 画 的 对 角 线 , 于 是 


我 们 便 在 小 蓉 形 与 三 角形 内 的 线段 之 间 建 立 起 
了 一 一 对 应 关系 , 因而 我 们 的 统计 对 象 由 小 获 
形变 为 三 角形 内 的 线段 ， 易 得 边 长 为 二 的 
小 车 形 个 数 为 31L+2+3+… 二 (一 DJ)] = 
572(2 — 1) (个 ). 








图 3 


多“ R27 .2R>>2r' ,2 即 R>r.. 

所 以 民 之 7' 之 27, 当 且 仅 当 A4BC 是 等 
边 三 角形 时 等 号 成 立 . 

这 是 欧 拉 不 等 式 的 最 简 隔 离 ! 它 充 分 体 
现 了 人 简洁、 和 谐 的 数学 形式 美 . 那么 四 边 形 是 
否 也 具有 这 样 类 似 的 性 质 呢 ?为 此 , 笔者 利用 
几何 画板 进一步 对 双 圆 四 边 形 ( 既 有 内 切 圆 又 
有 外 接 圆 的 四 边 形 ) 进 行 了 探讨 , 得 到 一 个 猜 
想 : 

设 四 边 形 4BCDD 是 双 圆 四 边 形 , 它 的 内 
切 网 、 外 接 圆 、 以 及 以 它 的 旁 切 圆 圆心 Di、 
Oo、Oa3、0O4s 为 顶点 的 四边形 O1020304 
的 外 接 圆 半径 分 别 是 x、 民 以 及 R' (如 果 外 接 
圆 存在 ), 则 有 R' > V2R > 2r, 当 且 仅 当 四 边 
形 ABCD 是 正方 形 时 等 号 成 立 . 
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关于 本 刊 数学 问题 与 解答 ”的 几 例 探讨 


050035 


贵 刊 “ 数 学 问题 与 解答 ”栏目 中 的 数学 问 
题 , 很 多 题目 的 难度 与 奥数 题 相当 , 且 其 解 题 
方法 新 颖 、 构 思 巧 妙 , 笔者 读 后 深 受 启 发 . 但 
其 中 不 等 式 证 明 的 一 些 题 目 , 车 应 用 AM 一 
GM 不 等 式 品 或 寡 平 均 不 等 式 等 常规 方法 , 可 
以 获得 另外 的 解答 . 请 见 以 下 各 例 . 

例 1 (2011 年 第 2 期 《数学 教学 》865 题 ) 


已 知 Z1， TZ2z，………， zn 为 小 于 1 的 正 数 ， 且 zl 十 
x2 十 … 十 zn 二 1, 求证 : 
1 1 + + 1 ~ 
2Z1 一 23 v2— x Tm— Th 
ns .© 
ET 


证 : 设 4=Q@ 式 的 左 端 B= 二 1 入 2 
“一 1 
由 AM—CM 不 等 式 得 以 下 nn 个 不 等 式 : 





Ti— 3 Ti zs 
人 B 
(2 一 1,2,: “” ) 7), 
将 以 上 个 不 等 式 相 加 , 得 
A B22n 
A B 2" 上 | 
约 去 2， 然后 两 边 平方 ， 整理 得 


4> 三 = 一 ,由 罕 平 均 不 等 式 得 
1—7 3 
2 








及 之 


(1) 式 得 证 

注 : 原 证 是 先 证 一 个 不 等 式 , 再 利用 二 次 
函数 的 单调 性 等 , 运算 较 复杂 . 而 由 上 述 证 法 
不 难 将 (1) 式 推广 为 : 

中 m > 3)， 


i=1 Ti 一 2 nT 
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例 2 (2010 年 第 6 期 《数学 教学 》793 题 ) 
已 知 g、b、c、d <E Rt+, abcd = 1, 求证 : 
03+b3+c+d3 2at+bi+ct+d....... © 
证 : 设 A=o+B+0+,B=4. 
由 AM 一 GM 不 等 式 得 以 下 4 个 不 等 式 : 











a 1 1 3a 
一 十 一 十 一 之 一天- 一， 
A 4 4” 3424 
BB 1 1 、 35 
A 4 4” VER 
c 1 1 3c 
如 1 1 、 3d 
和 得 可 
Qa 十 0 十 Cc 十 
A12> 94 


约 去 3, 然后 两 边 3 次 方 ， 整理 得 

A> zz(etb+etd) 之 五 (4Yabcd) (at 
5 十 c 十 大 一 CC 十 十 C 十 0 

(2) 式 得 证 . 

注 : 原 证 是 依据 4 元 均 为 3 次 窟 的 形式 构 
造 了 6 元 不 等 式 . 但 用 上 述 方 法 , 不 难 推广 为 : 
车 af € RT+, 且 gla2-………- on 二 1,me€EN+, 求 
证 : 3 LA 

2 0 之 2 0 

例 3 (2008 年 第 8 期 《数学 教学 》738 题 ) 
已 知 正 数 c、b、c、d 满足 a2 十 刀 十 cz 十 ad2 = 4， 
求证 : 1 , ] 

Qt1 十 ”十 c2) bll+t+e? + d2) 


4 
> 
十 IT 二 五 十 5) daltoa to) 3°© 

证 : 1 ] ] 


A = ali + 本 二 t ptra) 十 


c(1 + ad2 十 a2) + iar)’ 
B=4+2(o2+b+c+d) = 12, 


CC 一 QQ 十 十 C 十 以 


由 4M 一 GM 不 等 式 得 以 下 4 个 不 等 式 : 
AT 4+ 
3 妆 3 

之 YABC, 
bU+to+o) 
3.1 
YABC 


Qls 








之 


hm 
Wy 
OQ 


3:.1 
VABC 

2 2 
d(l + a? + 6b) + 





3:.1 





< 


益 
好 
小 
信心 
这 
捧 \ 
内 
站 
对 


> Warm V 
外 


M 济 十 
于 


es 
外 


~ 12(a+68+c+od) 
由 于 2 十 六 十 已 十 2 = 二 4, 不 难 证 明 
(atbt+ct+ad)? < 4.(a2 十 好 十 o2 十 吧 ) = 16, 
了 是 4 十 0 二 人 二 4 4, 
所 以 4.> 12.4™ 3 
(3) 式 得 证 . 
注 : 原 证 是 将 不 等 式 中 各 项 变形 为 二 次 根 
式 , 两 次 应 用 柯 西 不 等 式 , 运算 较 复杂 . 
例 4 (2004 年 第 10 期 《数学 教学 》682 题 ) 
设 T、y、zZ 均 为 正 数 , zy 十 yz 十 zz = 1, 求证 : 
1 1 1 9 
I tir tita < ® 


1 一 一 一 7 十 1 一 一 一 Fz 十 1] 一 一 一 > 
1+z2 IT 十 到 一 


于 是 , 只 去 证 明 
十 一 一 一 _ 和 ,3 i © 
l+z?2 1+y 1+22° 4 
y 
A ti 
3 十 2Z2 十 ?22 十 22， 
由 AM—EM 不 等 式 得 以 下 3 个 不 等 式 : 
1 十 Z2 2.7X 
一 一 十 一 一 一 之 ， 
A 1 BB ?Va 


by 
QO 





[ui 
kt 


1+ 22 B= 
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vy? 
1+9 ,1+ ~、 2:Y 
A B “VAB: 
z2 
1 十 22 1+2 、 2 .2 
A ca 3 








B VAB 
将 以 上 3 个 不 等 到 相 加 ， 得 
+23 > 2(z 十 y +2) 
+ 万 > Va ， 
约 去 2, 然后 两 边 平 方 , 整理 得 
1 、(+3 二 和 (二 十 在 
加 B 3 二 (z2 十 只 十 22) 
加 (z+Yy +2)2 
+2(zy 十 yz 十 zzZ) 十 (z2 十 ?2 十 22) 
(z+y+2)? _ 1 
1+(z+y+2? 1 i 
(2 十 2 十 2 
1 3 
-一 一 一 一 = 
3(Z2V + yz + zx) 

(5) 式 得 证 , 即 (4) 式 得 证 . 

注 : 原 证 中 的 变形 运算 较 复杂 . 

例 5 (2011 年 第 4 期 《数学 教学 》818 题 ) 
设 a、b、c 为 人 ABC 三 边 之 长 , n€ N, n> 92, 
求证 : 

Ya 十 5 一 c+ V+e-a+ Yeta-b< 
Yat Wo+ Ye. 

证 : 由 短 平 均 不 等 式 的 推广 [9: 

2 Ti\m 


i=1 从 


1 一 1 2 ,n; 0 < m1) 得 

Vatb-ct+ Yte-a ， 

< 2(2 一 二 6) " — 2b, 

同 理 

Vtc—-at Ye+a-b <2, 

Ve+a-b+ Va+b—es2Ya. 
以 上 3 个 不 等 式 相 加 , 两 边 除 以 2, 得 证 (6) 式 . 

注 : 原 证 先 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 代数 
不 等 式 , 然后 作 代 换 ( 即 无 理 式 一 有 理 式 一 无 理 
式 ). 

参考 文献 

由 王 亚 红 , 王 亚 辉 . Radon 不 等 式 的 推广 
及 应 用 侣 . 数学 通讯 , 2007 (15): 36 -37. 

[2] 段 刚 山 . 一 个 不 等 式 的 推广 [JJ. 数学 通 
报 , 2006 (5): 30 一 32. 
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(其 中 mi 三 了 有 十， 
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2011 年 上 海 春 考题 再 研究 


200240 


文 [1] 对 2011 年 上 海 春 季 高 考 23 题 进行 
了 探究 , 笔者 读 后 很 受 启发 , 同时 感到 还 可 以 
继续 深入 对 该 题 进行 探究 . 下 面 笔 者 就 如 何 
用 TI 图 形 计算 器 实现 递 推 数列 的 数值 计算 、 
此 题 的 一 般 化 推广 研究 、 迭 代 法 估算 近似 值 的 
相关 结论 等 问题 谈 谈 个 人 看 法 , 和 同行 共享 . 

一 、 原 题 (2011 年 上 海 春 季 高 考 第 23 题 ) 

对 于 给 定 首 项 zo > 3a(a>0), 由 递 推 式 


znt1=3 @ 十 4/ 元 得 到 数列 {zx%}, 且 对 于 


任意 的 mn E Nt, 都 有 zn > 3a, 用 数列 {zn} 可 
以 计算 $a 的 近似 值 . 
(1) 取 xzo = 5, a == 100, 计算 zi, x2, Xs 的 
值 (精确 到 0.01), 归纳 出 zzn+i 的 大 小 关系 ; 
(2) 当 n 之 1 时 , 证 明 : 


Tn — Lnti<3 (Tn_1 一 Zn); 


(3) 当 zo € [5,10] 时 , 用 数列 {zw} 计算 
100 的 近似 值 , 要 求 |zn 一 zrn+t1| <<10-4, 请 你 
估计 mn, 并 说 明理 由 . 

(限于 篇 幅 , 此 处 略 解 ) 

解 : (1) 易 得 X= 二 4.74, X2=4.67, xX3 二 4.65,， 
猜想 zn+l < zn; 

(2) 两 边 作 差 Tn 一 Tnt+l 一 > (xzn-1 一 2Zm) 


四 1 二 Q 1 -ly 
= Tn 5 Tn 2 Im 一 1 7Yn 


2 vv 
因为 xz > a, 可 证 Zn > Xntl) 所 以 xn 一 
VE 


所 以 zn 一 Ynt1<12 (zn-1 一 fm) 
(3) 由 (2) 知 0 < Tn — Tnt+l < 3 (Tn-l — Tn) 


<0, 





1 1 
< 32 (Tn—2 一 zn_1) 人 Dn (2Z1 一 Z2) < 


上 海 市 闵行 第 二 中 学 毛 六 明 


去 (zo 一 21)， 
所 以 只 要 去 (zo 一 21) < 10-4 即 可 , 于 是 
只 要 27>104 (x0 — x1). 
因为 zo 过 (m- 专 )， 所 以 n> 


2 V0 
log。 104. 10—v0 久 15.1, 所 以 n==16. 


二 、 用 TI 解决 递 推 数 列 的 数值 计算 
(1) 代数 上 用 ans 二 enter 来 实现 


如 图 1 定义 西数 f1(z) = (z+ 和 ); 





把 100 和 5 分 别 赋值 给 @, x; 

按 忆 (ans) 上 enter 键 , 得 zl; 

第 2 次 按 enter 键 , 得 zz,，.…，,， 依次 类 推 ， 
很 直观 地 看 出 数列 是 旺 递减 逼近 4.6416.… .， 
而 W100=4.64159.…. 

(2) 几何 上 用 蛛网 图 实现 

如 图 2, 插入 一 个 游标 , 控制 初始 值 zo; 选 
择 菜 单 中 “图 形 类 型 "为 “序列 "输入 表达 式 ; 
图 像 “ 属 性 ”选择 蛛网 图 (web 图 ) 用 TI 图 形 计 
算 器 呈现 数列 的 图 像 形式 多 样 , 还 可 以 用 “时 
间 图 ”, 两 种 图 像 都 很 直观 看 出 , 原 数列 收敛 
在 100 处 . 

三 、 探 索 问 题 

(1) 条 件 初始 值 Zo> VWQ 是 否 多 余 ? 

用 拖 动 游标 观察 , 初始 值 zo 只 要 是 定义 域 
内 大 于 0 的 数 都 可 以 . 只 不 过 当 xo> a 时 , 是 


7-98 
递减 地 逼近 Sa; 当 zo < a 时 , 可 能 递增 也 可 





如 图 3, 此 问题 讨论 和 初始 值 的 选取 无 
关 , 迭代 的 结果 总 是 可 以 通 近 Wa， 若 问 : 使 
数列 成 递增 地 遥 近 , 初 值 应 该 在 什么 范围 取 
值 呢 ? 这 也 容易 解决 , 作 国 数 y = a 和 函 


数 f(z) = 3 (s+ ) 的 交点 | 即 找到 方程 


Ya = 3 (2+ 2) 两 正 根 zi、z2， 初 值 zo 
Z2 两 根 之 间 . 


选取 落 在 zi、 





(2) 为 什么 这 个 数列 有 极限 ? 而 且 极限 
是 8a 呢 ? 

由 代数 的 推理 可 知 , 数列 是 单调 递减 的 ， 
很 显然 zn > 0, 我 们 知道 单调 有 界 数列 必 有 
极限 . 所 以 , 设 lim zn = zZ， 又 因为 zn+l = 


(en EE) 两 边 取 极限 ， 有 z=3(e+fs) 
2 Tn 2 T 

解 得 x 二 sa， 即 lim zn 二 a， 命题 者 是 
如 何 设计 出 这 样 一 个 迭代 算法 求 近似 值 
的 ? 我 们 不 难 从 上 述 推导 过 程 中 发 现 其 踪 
迹 : 3/a 是 方程 x3 = a 的 重 根 , 也 是 方程 x = 
; (z+ Vs) 的 根 , 所 以 设计 了 函数 f(z) = 
1 


2 ( + V 来 作为 多 代 式 , 归纳 过 程 如 下 : 


[Fa a 
方程 z3=a > = 二 > r= /= 
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一 e+ 


所 以 , 迭代 函数 是 flz) = 2 (< + VS)， 


对 应 数列 递 推 式 为 : zn+1 一 (= + EE) 

这 样 不 仅 解决 原 问题 , 而 且 认识 其 中 的 首 
理 : 一 个 方程 的 解 可 以 用 人 迭代 法 求 近似 值 ,从 
给 定 的 初 值 zo 出 发 , 按 迭 代 函 数 (或 递 推 关系 
式 ), 产生 一 个 数列 {zn}, 此 数列 的 极限 就 是 广 
程 的 解 

(3) 是 否 有 YE 近似值 的 其 他 算法 ? 

这 一 点 , 完全 可 以 从 方程 z3 一 a 入手, 构 
造 其 他 递 推 式 . 

(为 方便 , 取 4 二 100 特 殊 情形 ) 

方法 一 : 方程 23 = 100 二 > z= “六 


方法 二 : 方程 = 100 < 一 z= <—> 


4z=3z+ LF z=. (sz+ 2 ) 
4 rz 


取 f(z)=! 1 (az+ 3), 递 推 式 为 


1 i( 3) 
Tn+1 = = | 3zn 十 


用 TI 计算 帮助 检验 一 下 , 验证 方法 一 , 如 


1 io0 





AA T101358024502) 
4 047 15653095309) 





A 
图 4 


4 6705332409973) 


A 959189093) 
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一 般 化 , 为 求 方程 zz 一 a=0( 或 说 Wa) 的 
近似 值 算 法 , 将 方程 改写 成 等 价 形式 zx = f(zx)， 
设 f(z) 是 连续 的 ,从 初始 zo 出 发 , 构造 弟 推 
数列 zn+l = f(zn), 如 果 数 列 {zn} 满足 ,lim 
zn 一 2 则 z= Wa. 经 过 有 限 次 迭代 得 z， 就 
是 xz 的 近似 值 , 迭代 次 数 越 多 越 精 确 . 

两 点 说 明 : 

1. 同样 地 , 我 们 可 以 构造 Ya, Ya, 5a,… 
的 近似 值 算法 . 如 V2 的 近似 值 算法 如 下 : 

Z2 一 2 一 0 > 2=3 (z+2), 构造 算法 


Tn+l = 5 (s+ 十 一 外 xzo=5( 如 图 6)， 还 可 以 
构造 一 般 的 多 项 式 和 点 的 近似 估 


rs(1.7203703703704) 
(1.4414553681777) 





2. 友 代 式 不 能 随意 构造 

如 为 求 Y100 的 近似 值 , 用 如 下 方法 : 

方程 z3=100< 全 22 二 100 一 Ho2 < 人 zz 一 
V100 一 好 十 Z2, 取 flz) = V100 一 z3 十 Z2 递 
推 式 为 Zn41 = V100 一 x3 十 Z2, 通过 验证 这 是 
不 成 功 的 , 因为 得 到 的 数列 {zn} 极限 不 存在 ， 
如 图 7. 


完 戌 
5 
0.00000000 


10.00000000 
“ 欠 误 : 厘 实 灼 结果 " 





(4) 探求 构造 算法 成 立 的 条 件 

对 于 3a 的 算法 , 有 四 个 算法 (包括 原 题 中 
的 算法 ), 其 中 有 成 功 的 算法 , 也 有 不 成 功 的 . 
自然 要 探索 其 中 道理 . 还 是 回 到 原 题 思考 : 


函数 f(z) = 3 (2+:) 和 y 二 2 的 
交点 是 (3a, wa)， 结 合 图 形 , 设 点 4 的 坐标 
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(Zn 一 1， Xn) 则 B(xn, Zn 小 C(zn， Tnt1) “D(znti, 
Tn4+1i); .. AB = 7%n_1 — rn, BC = CD = rn— 
Tn+l: : 
tan LBAC= > — "tl 


Tn—l~— Vn 


, tan ZBAC< D’ 


1 
， (zn 一 Zn+1) < 3 (Zn-1 一 zn). 


用 导数 知识 也 可 以 解释 .f(z) = = 一 


Vo 可 知 当 z > a 时 , f'(x) < 5， 可 以 看 


2Vz3 
到 这 其 中 “>” 的 几何 意义 . 同样 可 求 方 法 一 对 


应 的 迭代 函数 导数 : f'(z) = 3 一 乌 , 方法 二 


对 应 的 迭代 函数 导数 : pn -3 若 7 


在 VG 附近 取信 , 发 现 都 有 Prtz) <1 

一 般 地 , 设 z 是 f(z) 的 不 动 点 ,如 果 在 zx 
附近 有 连续 的 一 阶 导 数 f(x), 且 |f'(x)|<1, 则 
Zz 是 f(z) 吸引 的 不 动 点 , 否则 zz 是 f(x) 排斥 的 
不 动 点 . 

证 明 : 如 图 8,， f(x) 图像 上 对 于 任意 两 点 
A(zn-1, f (zn-1)), C (zn, f (zn)). 





27z3， 





… f(z) 是 连续 函数 , 由 中 值 定理 可 知 , 一 


一 


定 存在 一 个 上 , 使 得 f'()= 一 
” Tn+l = f(xn), Zn 一 _ ro 
，jP(6) = 了 即 (za+l 一 zn) = 


一 Zn-1 

f°(€): (zn 一 ga) 

又 … |f'(z)|<1, 在 一 个 有 界 范围 内 , 总 是 
可 以 找到 正常 数 k, | 了 7(E6)| < <1. 

… |(zn+l — zn)|=|f (6) (zn ~ Zn 天 
k |(zn 一 Zn_1)]| ?. 

|(zn+i 一 Zn & kl(zn— zn-)| < 

ke? |(zn-l — Zn-2)| < 1 < kr |z1 — zol, 
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“lim [(znt1— Zn)|=0, 所 以 lim zn= Define sf()= 
m, 可 证 此 极限 m 即 为 不 动 点 x. Prgm 


有 关 不 动 点 的 迭代 非常 复杂 , 这 和 初 值 的 。 :Dne f00=((1D)/(2))*(x+V(((100)/ (2)))) 
选择 、 不 动 点 的 个 数 、 函 数 本 身 都 有 关系 ,这 :Local xl,x2,n:n:==1 
里 仅 给 出 只 有 一 个 不 动 点 、 函 数 的 导数 是 连续 。 :Request "x1=”,x1,1:x2:=f(x1) 
的 情况 ， 有 关 不 动 点 是 吸引 点 还 是 排斥 点 , 笔 :While abs(x1-x2)>10(-4) 
者 在 网 上 查阅 了 一 些 资料 , 难度 很 高 , 再 研究 :n+1 一 an 


下 去 就 是 数学 中 “混沌 "现象, 在 此 不 作 探索 . :x2—x1 
(5) 探索 第 3 小 题 的 算法 :f(x1)—x2 
1. 设计 程序 “sf()” :EndWhile 


思考 第 3 小 题 用 代数 方法 解 , 是 一 个 放 缩 。 :Disp “n= n 
法 , 转化 为 等 比 数列 求 和 来 估算 , 存在 估算 的 :EndPrgem 


近似 程度 问题 . 本 小 题 是 一 个 算法 背景 问题 , 完 2. 运行 程序 “sf()” 
全 可 以 用 TI 图 形 计 算 器 来 设计 一 个 程序 解决 ， 当初 什 取 10 时 , nn 竟然 是 10, 和 管 案 n = 


其 中 条 件 |zn 一 zn+i| < 10-4 就 是 判断 语句 .16 相差 如 此 大 ! 分 析 原 因 是 答案 估计 比较 粗 
可 以 编辑 如 下 程序 sf(), 输入 计算 器 (如 图 9、 糙 , 每 次 都 是 放大 估算 , 导致 误差 很 大 . 程序 运 


图 10). 行 结果 是 精确 值 , zlo= 4.6415990995717，z9= 
4.6416298971761, 验证 没有 问题 ! 再 次 证 明 机 
器 的 威力 . 

Penne ef 四 、 小 结 
peoneyd- fs 有 (1)“ 好 ”的 问题 蕴含 丰富 的 内 涵 , 有 深刻 
Local x1x2n 知识 背景, 其 实 原 题 就 涉及 迭代 法 求 方程 根 的 
Roavest 1 问题 . 探究 是 无 止境 的 , 对 多 个 不 动 点 函数 的 
收敛 问题 , 甚至 对 数学 中 “混沌 "现象 都 可 以 作 

进一步 的 探究 . 


(2) 借助 技术 帮助 , 有 一 个 图 形 的 支撑 , 使 
得 问题 探索 具体 化 , 探索 也 变 得 形象 直观 . 强 
大 的 代数 计算 也 为 本 文中 近似 计算 , 为 猜测 、 
证 明 、 验 证 作 有 利 的 支撑 . 

参考 文献 

[1] 奢 新 平 . 探究 2011 年 上 海 春季 高 考 压 
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(上 接 第 7 一 2 页 ) 即时 评价 , 则 会 在 “ 山 重 水 复 疑 无 路 "的 时 候 ， 
能 量 , 思考 同一 个 问题 , 不 同 的 主体 由 于 知识 迎 来 “柳暗花明 又 一 村 ”让 课堂 充满 勃勃 生机 . 
结构 、 思 维 方 式 的 差异 , 思考 问题 的 方法 有 时 ! 
会 出 人 意料 . 用 “ 言 之 有 物 ” 的 即时 评价 将 学 生 人 种 教育 的 科学 ,时 是 一 种 教育 的 艺 
引入 生成 的 思考 环境 中 , 并 能 对 老师 的 意图 迅 

速 地 心领神会 , 常常 会 碰撞 出 绚丽 的 火花 , 生 结束 语 : 本 文中 的 自 编 错 题 的 再 改编 完全 
成 新 的 更 有 价值 的 见解 , 促进 学 生 思 维 的 敏捷 是 建立 在 学 生 “ 敢 于 直言 ”和 "畅所欲言 > 的 基础 
和 灵活 , 更 能 使 课堂 妙趣 横生 . 车 很 好 地 运用 上 , 从 而 激发 学 生 思 维 , 使 课堂 焕发 活力 . 
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”2012 年 首 通 高 等 学 校 招 生 全 国 统 一 考试 
理科 数学 (必修 十 选修 工 ) 
第 I 卷 V5 V5 5 V5 


第 I 卷 共 12 小 题 , 每 小 题 5 分, 共 60 分 . 


在 每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 , 只 有 一 项 是 符 





合 题 目 要 求 的 . 
一 、 选 择 题 
(1) 复数 二 二 一 = 知 ]( ) 
(A) 2+.%. (B) 2 —i. 
(C) 1 十 25. (DJ) 1— 2i. 


(2) 已 知 集合 A4= {1,3, Vm}, B= {1,m)}, 


AUB= 4, 则 m = [ 答 ]( ) 
(A) 0 或 V3. (B) 0 或 3. 
(C) 1 或 V3. (D) 1 或 3. 


(3) 椭圆 的 中 心 在 原点 , 焦距 为 4, 一 条 淮 


线 为 z = 一 4, 则 该 椭圆 的 方程 为 [ 答 ]( ) 
A 2 儿 _1 (B 五 1 
Wists=1 J13+g™1 


2 2 2 
(0) 守 + 守 =1 DD 1. 
(4) 已 知 正四 棱 柱 4BCD 一 A1B1C1D1 中 ， 


AB=2, CO 二 2V2, 忆 为 CO 的 中 点 , 则 直线 
AOi 与 平面 BED 的 距离 为 [ 答 ]( ) 
(A)2. (B)V3. (C0C}) v2. (D)1. 





as 一 5, Ss 一 15, 则 数列 {一 一 } 的 前 100 项 
QnQn+l 

下 为 100 [S10 
(A) 01 (8 ) 一 7 (OC) 0 (D) 100: 
(6) 人 ABC 中 ， AB 边 的 高 为 CD, 若 CB 

= ,CA=b,T.b=0,|3|=1,15|=2, 

则 2D= ， 2 的 人 ) 
(C) = — 5 ， (D) 4 5 
(7) 已 知 a 为 第 二 象限 角 , sina 十 cosa = 

全， 则 cos 2a = [ 答 ]( ) 


() - 导 ，B) - 导 (0) 与，D) 交 


(8) 已 知 及 、 忆 为 双 曲 线 C : 和 一 2 
的 左 、 右 焦点 , 点 P 在 C 上 ,|PRi|=2|PF2|, 则 
cos SFP 二 3 3 [从 ]( ) 

Wi BF OF Os 

(9) 已 知 z = ln7, y = logs 2, ¢ = e 2, 则 

[ 答 ]( ) 

(A)Z<2y<z. (B)z<z<y. 

(C}z<y<zx. (Dj) yY<z<2Z. 

(10) 已 知 函 数 y = 23 一 3x 十 c 的 图 像 与 
Zz 恰 有 两 个 公共 点 , 则 c = [ 答 ]( ) 

(A) -2 或 2. (B) -9 或 5. 

(C) 一 1 或 1. (D) 一 3 或 1. 


(11) 将 字母 oa bb cc 排 成 三 行 两 列 , 要 
求 每 行 的 字母 互 不 相同 , 每 列 的 字母 也 互 不 相 
同 , 则 不 同 的 排列 方法 共有 [ 答 ]( ) 

(A) 12 种 . (B) 18 种 . (C) 24 种. (D) 36 种 . 

(12) 正方 形 4BCD 的 边 长 为 1, 点 将 在 边 
AB 上 , 点 下 在 边 BC 上 ， AB=BF=5. 动 点 
PP 从 思 出 发 沿 直 线 向 下 运动 , 每 当 碰 到 正方 
形 的 边 时 反弹 , 反弹 时 反射 角 等 于 入 射 角 , 当 
点 书 第 一 次 碰 到 瑟 时 , P 与 正方 形 的 边 碰 撞 的 
次 数 为 [ 答 ]( ) 
(A) 16. (B)}14. (C) 1i2. (D) 10. 

第 

第 工 卷 共 10 小 题 , 共 90 分. 

二 、 填 空 题 : 本 大 题 共 4 小 题 , 每 小 题 5 
分 , 共 20 分 , 把 答案 填 在 题 中 横 线 上 . 

2 一 ?十 1 之 ， 

(13) 车 zx,y 满足 约束 条 件 | z+y—3<0, 


x+3y 一 3 之 0，, 
则 z= 3zx 一 gy 的 最 小 值 为 
(14) 当 孙 数 y = sinz 一 V3cosz(0 I< 
27) 取得 最 大 值 时 ,x = _ __. 
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(15) 若 (> + =) 的 展开 式 中 第 3 项 与 第 


7 项 的 二 项 式 系数 相等 , 则 该 展开 式 中 已 的 系 
数 为 





(16) 三 校 柱 ABC 一 41B1C1 中 , 底面 边 长 
和 侧 棱 长 都 相等 , ZBAAi = 人 CAAh1 = 60°, 
则 异 面 直线 AB1i 与 BCl 所 成 角 的 余弦 值 为 


三 、 解 答题 : 本 大 题 共 6 小 题 , 共 70 分 ， 
解答 应 写 出 文字 说 明 , 证 明 过 程 或 演算 步骤 . 

(17) (本 小 题 满分 10 分 ) 

人 和 人 ABC 的 内 和 角 A、B、C 的 对 边 分 别 为 
a、 bc, 已 知 cos(A COC)+cos B=1,a= 20, 
求 C. 

(18) (本 小 题 满分 12 分 ) 

如 图 , 四 棱锥 已 -4BCD 中 , 底面 ABCD 
为 萎 形 , PAL 底面 4BCD, 4C = 2V2, PA = 
2, 已 是 PC 上 的 一 点 , PE = 2EC. 

Pp 


和 天 一 > 


( [I ) 证明; PCLlL 平 面 BED; 

(I) 设 二 面 角 A 一 PB 一 C 为 90°, 求 PD 
与 平面 PBC 所 成 角 的 大 小 . 

(19) (本 小 题 满分 12 分 ) 

乒乓 球 比 赛 规 则 规定 ， 一 局 比赛 , 双方 比 
分 在 10 平 前 , 一 方 连续 发 球 2 次 后 , 对 方 再 连 
续 发 球 2 次 , 依次 轮换 . 每 次 发 球 , 胜 方 得 1 分 ， 
负 方 得 0 分 . 设 在 甲 、 乙 的 比赛 中 , 每 次 发 球 ， 
发 球 方 得 工分 的 概率 为 0.6, 各 次 发 球 的 胜 负 结 
果 相 互 独立 . 甲 、 乙 的 一 局 比赛 中 , 甲 先 发 球 . 

(1 ) 求 开 始 第 4 次 发 球 时 , 甲 、 乙 的 比分 
为 1 比 2 的 概率 ; 

(J) 《表示 开始 第 4 次 发 球 时 乙 的 得 分 ， 
求 上 的 期 望 , 

(20) (本 小 题 满分 12 分 ) 

设 溺 数 f (x) = az + cosz, x € [0,7]. 

( 工 ) 讨论 f(z) 的 单调 性 ; 

(11) 设 了 (xz) < 1++sinzx, 求 a 的 取 值 范围 . 
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(21) (本 小 题 满 分 12 分 ) 
已 知 抛物 线 C :yy = (z 十 1) 与 加 MM : 
(z 一 ?+ (y 一 5)】 = ra(r > 0) 有 一 个 公共 点 
4, 且 在 点 A4 处 两 曲线 的 切线 为 同一 直线 1. 

(1) 求 7; 

(I) 设 m、n% 是 异 于 1 且 与 C 及 M 都 相 
切 的 两 条 直线 , m、nn 的 交点 为 DD, 求 也 到 1 的 
距离 . 

(22) (本 小 题 满分 12 分 ) 

函数 ffz)=z2 一 27 一 3, 定义 数列 {zn} 如 
下 : zl = 2，zn+1 是 过 两 点 P(4,5)、Qn(zn， 
f(xn)) 的 直线 PQ 与 z 轴 交点 的 横 坐 标 . 

(1 ) 证 明 : 2 & zn < rnri<3; 

【本 ) 求 数列 {zn} 的 通 项 公式 . 


参考 答案 
一 、 选 择 题 
DC (2B. (Cc (Db. 
(5) A. (6)D. (DA. (8)C. 
(9)D. 00A. QD)A. (2)B. 
二 、 填 空 题 
(13) -1 (14) 区 (15) 56. (16) 1 
三 、 解 答题 
(17) 解 : 


由 B=7 一 (A+C), 得 cos B= 一 cos(A+C). 

于 是 cos(A4 一 C)+cosB = cos(A— C) 一 
cos(A+C)= 2sin AsinC. 

由 已 知 得 

sin AsinC = 5 由 中 

由 ac = 2c 及 正弦 定理 得 

sin A = 2sinO, ss @) 

由 人、 @ 得 

sin2 C 一 了 

于 是 sin C = -3 ( 舍 去 ), 或 sinC = 3 

义 a 二 2c, 所 以 C= 7 

(18) 解法 一 : (了 I) 因为 底面 4BCD 为 莹 
形 , 所 以 已 DLA4C, 又 PAL 底面 4BCD, 所 以 
PCLBD. 
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设 AC 门 BD = F, 连结 BF， 因 为 AC = 
2V2, PA = 2, PE = 280C, 故 
2V3 


PC = 2V3, EC = 一 一 -3 , FC = V2， 
PC AC 

从 而 FG = V6, EG = 6. 

因为 5 = AC , LFCE = LPCAh, 所 以 


AFCEwAPCA, LFEC= /PAC=90°, 
由 此 知 PCLEF. 

PC 与 平面 BED 内 两 条 相交 直线 BD， 
EF 都 牌 直 , 所 以 PO 平面 BED. 

(了 1) 在 平面 PAB 内 过 点 4 作 AGL1LPB， 
G 为 和 慰 足 . 

因为 二 面 角 A 一 PB 一 C 为 90°, 所 以 平面 
PABJ 平面 PBC. 

又 平面 PAB 门 平面 PBC=PB, 故 AGL 
平面 PBC, 4GLBC. 

BC 与 平面 PA4B 内 两 条 相交 直线 P44， 
4G 都 垂直 ， 故 BCL 平面 P4B， 于 是 BC 
AB, 所 以 底面 4BCD 为 正方 形 ，4D = 2， 

= VPA? + AD? = 2V2. 

设 刀 到 平面 PBC 的 距离 为 d 

因为 4DV/BC, 且 AD¢ 平面 PBC, BC 
C 平 面 PBO, 故 AD// 平 面 PBC, A、DD 两 点 
到 平面 PBC 的 距离 相等 , 即 d = 4G = V2. 

设 PD 与 于 面 PBC 所 成 的 角 为 w， 则 
Sin c 一 一 一 = 

所 以 PD 与 下面 PBC 所 成 的 角 为 30?. 

解法 二 : (I) 以 A 为 坐标 原点 , 射线 4C 
为 zf 轴 的 正 半 轴 , 建立 如 图 所 示 的 空间 直角 举 
标 系 A 一 xyz. 

设 C(2V2,0,0), D(V2,6b,0), 其 中 56>0, 则 


P(0, 0, 2), (4 0 5)， B(V3, —b, 0). 
是 


3 
PC = (2V3,0, —2), (人 3 )， 
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DE(¥, _b, 5)， 
从 而 PC .BE = 0 PC .DE =0, 
故 PCLBE, PCLDE. 


又 BE 门 DE = E, 所 以 PCl 平 面 BDE. 


(IT) AP = (0,0,2), AB = (V3, —b,0). 
设 m=(z,9， z) 为 平面 PA4B 的 法 向 量 , 则 
m:AP=0, m.:.AB=0, 
即 2z =0 且 V2z—by=0, 
令 z= 凡 则 mm = (b, V2,0). 
设 n 二 (p,q,7) 为 于 面 PBC 的 法 向 量 ， 则 
n-:.PC =0, nn. BE = 0, 

2 


即 2V2p 一 2 0 rig+ 2r 0 
令 p 二 1， 则 x = V2， 7 一 _Y2 


Dp 
nn 一 人- 次 ,可 
因为 面 E4BEL 面 PBC, 故 m -n= 0, 即 

5 一 5 二 0, 故 b 二 V2, 于 是 
n= (1,-1,V3), DP = (-V3,—V3,2), 

一 一 n-: DP 1 
cos(n, DP) = nl FF | = 3 
(n, DP) = 60°. 
因为 PD 与 平面 PBC 所 成 角 和 (n, 万 局) 

互 余 , 故 PD 与 平面 PBC 所 成 的 角 为 30°. 
(19) 解 : 

记 hi 表示 事件 : 第 1 次 和 第 2 次 这 两 次 发 

球 , 甲 共 得 i 分 , i = 0, 1,2; 

4 表示 事件 : 第 3 次 发 球 , 甲 得 1 分 ; 
B 表示 事件 : 开始 第 4 次 发 球 时 , 甲 、 乙 的 

比分 为 1 比 2. 

(1) B= 40.4+41 .县 ， 

P(A) = 0.4, P(4o) = 0.42 = 0.16, P(A1) 
=2x0.6 x0.4=0.48, 

P(B)= P(A0.: A+ Ai. 4A) 
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= P(Aho. A)+ P(A1. 4) 
= P(4o)P(4) + P(A1)P(4) 
=0.16 x 0.4+ 0.48 x (1 — 0.4) 
一 0.352. 
(11) P(A2) = 0.62 = 0.36. 
< 的 可 能 取 值 为 0, 1, 2, 3. 
P(E=0)=P(42 .4)=PU42)PU4) 
一 0.36 x 0.4 = 0.144, 
P(E = 2) = P(B) = 0.352， 
P(é =3) = P(ho. A) = P(A0)P(A) 
= 0.16 x 0.6 = 0.096, 
P(€=1)=1-P(€=0)- P(€=2)-P(€=3) 
一 1 一 0.144 一 0.352 一 0.096 
一 0.408. 
Eé¢ =0 x P(E€ =0)+1x P(E =1)+2x 
P(E =2)+3x P(E = 3) 
一 0.408 十 2 x 0.352 + 3 x 0.096 
= 1.400. 
(20) 解 : 
(1) f'(x) = a — sinzx. 
(i) 当 a>1 时 , 了 r(x)>20, 且 仪 当 a=1, zx = 
全 时, f(z) = 0, 所 以 f(z) 在 [0,z] 是 增 函 数 ; 
(i) 当 @a < 0 时 , f(x) < 0, 且 仅 当 a=0 
Z 二 0 或 z = x 时 ,， f'(z) = 0, 所 以 f(x) 在 
. [0, 7] 是 减 函数 ; 
(iii) 当 0<a<1 时 , 由 户 (z)=0 解 得 zl = 
arcsin a, Z2 = 7 — arcsin a. 
当 Z € [0,zi) 时 , sinx <a, f'(2) >0, f(z) 
是 增 函 数 ; 
当 z E (zi1,7x2) 时, sinx > a, f'(z) < 0， 
f(z) 是 减 狼 数 ; 
当 z € (x2,7] 时 , sinz <a, f(z)>0, f(x) 
是 增 函 数 . 
( 工 ) 由 f(z) < 1+sinz 得 f(x) 1, ax 一 
1 <1, Fa 2 


Sglz) =sinz — =z(o<z<z)， 

则 ge) = esr 一 天 

se (O00rceos 二 ) 时 ， g(x) > 0, 当 z € 
F) 时 , g(x) < 0. 


(arccos =， 
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又 g(0) = g(3) = 0 所 以 g(z) > 0 即 
=z<sinz(o<z<z)， 
当 a< 工 时 ,有 fa) < 


() 当 0< zg 
1 


2 
— 人 十 COSX. 
元 


2 . 
时 , —x < sinzx, cosx < 
下 


1， 所 中 fz) 十 Sin 2; 
(这 ) 当 = < TH, f(x) < =z+cosz = = 
+2 (oT) -sin (2 — 了 ) 1 二 Sin, 


综 上 , a 的 取 值 范围 是 ( oo, | 

(21) 解 : 

(1) 设 A(zo, (zot+1)?), 对 y = 
导 得 yy = 2(z 十 1). 

- 故 ! 的 斜率 天 = 2(zo 十 1). 

当 xzo = 1 时 ， 个 合 题 意 ， 所 以 zo #1. 

圆心 为 M (1， 2)， M4 的 斜率 


(zx 十 1) 求 


1 
2 _ 一 
_ (zo+l) 7 
Z0 一 荆 
由 iLMA 知 k.k' = 一 1， | 
(zo+1) 一 了 
即 2(zo 十 1) . i =- 


解 得 zo = 0， 故 4(0 1), 

r=|MA|=4/(1—0)2+ (#31) = 

即 > = 郊 . 

(了 I) 设 (&,(t 十 17) 为 C 上 一 点 , 则 在 该 点 
处 的 切线 方程 为 

— (t+1)?=2(t+1)(z 一 已， 
By = 2(t+1)z— 人 t+ 1, 
若 该 直线 与 圆 M 相 切 , 则 圆心 M 到 该 切 


线 的 距离 为 5， 好 
2+ x1—3 -+1 V5 


VEGE+iR+(-1 2° 
化 简 得 蔡 (2 一 和 俱 一 6) = 0， 
解 得 to = 0,t1 = 2+ V10,t» = 2— vido. 
抛物 线 忆 在 点 得, (ti 十 1)?)(i = 0,1,2) 处 
的 切线 分 别 为 1, m,n, 其 方程 分 别 为 


y= 22++1, so 0 
y= 2 + 1)z aol, (©) 
y = 2(t2 + 1)z— 共 + 1], ss . © 
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2012 年 全 国 普 通 高 等 学 校 招 生 统 一 考试 
上 海 ” 数 学 试卷 (理工 农 医 类 ) 
本 试卷 共有 23 道 试题 , 满分 150 分, 考 则 i 的 倾斜 角 的 大 小 为 (结果 用 反 三 
试 时 间 120 分 钟 . 角 函 数值 表示 ). 
一 、 填 空 题 (本 大 题 共 有 14 题 , 满分 56 2\6m— 二 
分 ) 考生 应 在 答题 纸 相应 编号 的 空格 内 直接 。 二 5. 在 (一) 的 二 项 展开 式 中 , 常数 项 等 
填写 结果 , 每 个 空格 填 对 得 4 分 , 否则 一 律 得 
零 分 . | 6. 有 一 列 正方 体 , 楼 长 组 成 以 1 为 首 项 、 
(i 为 虚数 单位 ). = 为 公 比 的 等 比 数 列 ， 体 积分 别 记 为 矶 , 公 ， 








2. 若 集合 4= eee+1 >0}, B= {fz|l 呈 
1|<2}), 则 4 站 吾 = 


3. 琐 数 ,jz) = 





1 r 


的 值 域 是 


sin 











4 车 志 二 (一 2,1) 是 直线 1 的 一 个 法 向 量 ， 


Fd Ne ee ed SS a a A a a SFA Nd Wd A Nd A A NA A SA NN A NA Nd 


tl 十 t2 


名 - 回 得 z = = 2. 

将 x = 二 2 代入 得 y = -1 故 D(2, 一 1). 
所 以 DD 到 1 的 距离 
gL2*2—CD+1|_ 6v5 
VE 5 

(22) 解 : 


(1) 用 数学 归纳 法 证 明 : 2 <& zj < 
Zn+l < 3. 

Qi) 当 %=1 | ZX1 二 2, 直线 PQ1 的 方程 为 

2) 一 5 
2 

令 y= 二 0， 解 得 zz 一 本 ， 所 以 2 乏 Z1<22<< 
3. 

(i) 假设 当 n=k 时 , 结论 成 江 , 即 2 < Yk 过 


Tk+1 <3. 


直线 PQk_i 的 方程 为 
y—5= frp+y) — 5 (, — 4), 
Zk+1 一 和 


令 y==0， 解 得 zs 一 了 十 4zk+l， 
和 归纳 全 各， 


Tk+2 三 





2 十 pe 


:ko 


-a 则 1lim( 砚 十 位 十 … 十 也 ) = 
们 一 OO 





7. 已 知 函 数 flz) = elz-al (a 为 常数 )， 若 
f(z) 在 区 间 [1， +co) 上 是 增 函数 ， 则 a 的 取 值 





Ld dd sb dds dd sd ed dd 


(3 — Zk+1)(1 十 Tk+1) 、 


也 一 工 
K+2 k+l1 一 2 二 zk+1l 


即 zk-H1 < ZE+2- 

所 以 2 <& riri < Yrte <3, 即 当 n= k++1 
时 , 结论 成 立 . 

由 (i、(i) 知 对 任意 的 正 整 数 n, 2 < zn < 





, 3 十 4zn 
(IT) 由 (1 了) 及 题 意 得 zn41 = pe 
充 bn = zp 一 3， 则 
bt 


数列 {二 + 于 } 是 首 项 为 一 4, 公 比 为 5 的 
等 比 数列 

- 1 1l_ 3 un- 

国 此 雹 十 下 一 了 5 一 ， 


3 十 1 


Fr 
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8. 若 一 个 圆锥 的 侧面 展开 图 是 面积 为 2r 
的 半圆 面 , 则 该 圆锥 的 体积 为 . 

9. 己 知 y = jz) 十 Z2 是 奇 函 数 , 且 f(1) = 
1. 若 g(lz) = lz) 二 2, 则 g( 一 1) = 

10. 如 图 ， 在 极 坐 标 系 中 ， 过 点 M(2， 0) 的 
直线 ! 与 极 轴 的 夹 角 a = 5 者 将 ! 的 极 坐 标 方 
程 写 成 p = /6) 的 形式 , 则 f(9) = 





11. 三 位 同学 参加 跳高 、 跳 远 、 铅 球 项 
目的 比赛 若 每 人 都 选择 其 中 两 个 项 目 ， 则 
有 且 仅 有 两 个 选择 的 项 目 完 全 相同 的 概率 是 
~ (结果 用 最 简 分 数 表 示 )， 

12. 在 平行 四 边 形 4BCD 中 , ZL4= 工 边 


AB、AD 的 长 分 别 为 2、1. 车 M、 六 分 别 是 
IBM| IEN! 
边 BC、CD 上原 | 
] 点， 且 满 人 dB ， 则 
4M . AN 的 取 值 范围 是 

13. 已 知 函 数 yy = F(z) 的 图 像 是 折线 自 
ABC, 其 中 A(0,0)、B(5,5)、C(1,0)， 函 数 
y = Xf(z)(0 < x < 1) 的 图 像 与 x 轴 围 成 的 图 
形 的 面积 为 ” 

14. 如 图 AD 与 BC 是 四 面体 4BCD 中 
互相 垂直 的 楼 , BC = 2. 若 AD =2c, 且 A4B+ 
BD= 4C +CD=2a, 其 中 a、c 为 常数 , 则 四 
面体 A4BCD 的 体积 的 最 大 值 是 


D 


sb 
二 、 选 择 题 (本 大 题 共有 4 题 ,， 满分 20 
分 ) 每 题 有 且 只 有 一 个 正确 答案 , 考生 应 在 答 


题 纸 的 相应 编号 上 , 将 代表 答案 的 小 方 格 涂 
黑 , 选 对 得 5 分 , 否则 一 律 得 零 分 . 
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15. 若 1+V5i 是 关于 z 的 实 系数 方程 zz? 十 
bzx 十 c= 二 0 的 一 个 复数 根 , 则 [ 管 ]( ) 
(A)b=2,c=3. (B)b=-2,c=3. 
(C}b=—2,c= -1. {(D)Lb=2,c= -1. 
16. 在 A4BC 中 , 若 sin24Hsin2 忆 < sin2C， 


则 A4BC 的 形状 是 [ 答 ]( ) 
(A) 锐角 三 角形 . (B) 直角 三 角形 . 
(C) 钝 角 三 角形 . ””(D) 不 能 确定 . 
17. 设 10<&< zi <ro rs <wa104, Xs = 


105. 随机 变量 6 取 值 zl、zz、zs、zd、zg5 的 
概率 均 为 0.2. 随机 变量 如 取 值 忆 衬 、 


型 十 下、 2 2Z4 十 Z5 区 十 开拓 概 上 


2 | 
也 场 为 0.2 a De Dé» 分 别 为 2 、 &2 的 方 
差 , 则 [ 管 ]( ) 
(A) Dé > Dés. (B) Dé = 也 62. 


(C) Dé1 < Dés. 
(D) Da6i 与 Di 的 大 小 关系 与 zl、z2、 
2Z3、24 的 取 值 有 关 . 


、 1 .nn 
18. 设 ar = 一 sin 355, Sn = Q1+Q2+.…+ 


Qn. 在 91， 2， "yy S100 中 ， 正 数 的 个 数 是 
[ 答 ]( ) 
(A) 25. (B) 50. (C0) 75. (D) 100. 


三 、 解 答题 (本 大 题 共 有 5 题 ， 满分 74 
分 ) 解答 下 列 各 题 必 须 在 答题 纸 相 应 编号 的 
规定 区 域内 写 出 必要 的 步骤 . 

19. (本 题 满 分 12 分 ) 本 题 共 有 2 个 小 题 ， 
第 1 小 题 满分 6 分 , 第 2 小 题 满分 6 分 . 

如 图 在 四 棱锥 己 -~ 4BCD 中 ,底面 
4BCD 是 矩形 ，P4 上 底面 4BCD， 史 是 PC 
的 中 点 . 己 知 4B = 2, 4D =2v2 PA=2. 
求 : 

(1) 三 角形 PCD 的 面积 ; 

(2) 异 面 直 线 BC 与 AE 所 成 的 角 的 大 小 . 


Pp 
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20. (本 题 满分 14 分 ) 本 题 共 有 2 个 小 题 ， 
第 1 小 题 满分 6 分 , 第 2 小 题 满分 8 分 . 

己 知 函数 f(x) = lg(z 十 1 

(1) 若 0< f(1 一 2zx) 一 zy < 1, 求 z 的 
取 值 范围 ; 

(2) 若 g(z) 是 以 2 为 周期 的 偶 函 数 , 且 当 
0 入 zz 过 1 时 ,有 9(z) = f(z), 求 函数 y = 9g(z) 
(x € [1,23) 的 反 函 数 . 

21. (本 题 满分 14 分) 本题 共 有 2 个 小 题 ， 
第 1 小 题 满分 6 分 , 第 2 小 题 满分 8 分 . 

海事 救援 船 对 一 艘 失事 船 进行 定位 : 以 
失事 船 的 当前 位 置 为 原点 , 以 正 北 方向 为 y 轴 
正方 向 建立 平面 直角 坐标 系 ( 以 1 海里 为 单位 
长 度 ), 则 救援 船 恰 好 在 失事 船 正 南方 向 12 海 
里 4 处 , 如 图 . 现 假设 : @ 失事 船 的 移动 路 径 
可 视 为 抛物 线 y = 巧 z2; 加 定位 后 救援 船 即刻 
沿 直线 匀速 前 往 救 援 ; @ 救援 船 出 发 1 小 时 后 ， 
失事 船 所 在 位 置 的 横 坐 标 为 7t. 

(1) 当 #= 0.5 时 , 写 出 失事 船 所 在 位 置 PP 
的 级 坐标 . 若 此 时 两 船 恰 好 会 合 , 求救 援 船 速 
度 的 大 小 和 方向 ; 

(2) 问 救援 船 的 时 速 至 少 是 多 少 海里 才能 
退 上 失事 船 ? 





22. (本 题 满分 16 人 分) 本题 共有 3 个 小 
题 ， 第 1 小 题 满分 4 分 ， 第 2 小 题 满分 6 分 ， 
第 3 小 题 满分 6 分. 

在 平面 直角 做 标 系 xzOy 中 , 已 知 双 曲线 
CC :2z2 y=1. 

(1) 过 Ci 的 左 顶点 引 Ca 的 一 条 渐 近 线 的 
平行 线 , 求 该 直线 与 另 一 条 渐 近 线 及 2 轴 围 成 
的 三 角形 的 面积 ; 

(2) 设 斜 率 为 1 的 直线 ! 交 Ci 于 已 、@ 两 
点 . 若 /与 圆 z2 +2y2 = 1 相 切 , 求证: OPLOQ; 
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(3) 设 椭圆 C2 : 4z2+32 = 1. 车 MM、N 分 
别 是 C1、C2 上 的 动 点 ， 且 OMJION, 求证 : 
O 到 直线 MN 的 距离 是 定 值 . 

23. (本 题 满 分 18 分 ) 本 题 共 有 3 个 小 
题 ， 第 1 小 题 满分 4 分 第 2 小 题 满 分 6 分， 
第 3 小 题 满分 8 分 . 

对 于 数 集 针 == {一 1, zx1,7X2,…. ,zn}, 其 中 
0<xzZzl<zz<.… Tn n>22, 定义 同 量 集 
Y = {dla = {(s,t),s € X,t € X}. 车 对 任意 
Qi €E Y, 存在 避 EY, 使 得 of: 弘 = 0, 则 称 
六 具有 性 质 PP. 例如 {一 1,1,2,} 具 有 性 质 P. 

(1) 车 xz > 2, 且 {--1,1,2,x} 具有 性 质 卫 ， 
求 zx 的 值 ; 

(2) 著 X 上 共有 性 质 卫 , 求证 : 1 e 瑟 , 且 当 
rn > 工时 , zl = 1; 

(3) 若 式 具有 性 质 了 , 且 zl = 1、x2=g 
(gq 为 常数 ), 求 有 穷 数 列 zi,zz,…… ,zn 的 通 项 


公式 . 


答案 要 点 
一 、( 第 1 题 至 第 14 题 ) 
1. 1-2i. 2. (-3,3). 
4. arctan 2. 5, —1680., 


7. (一 co, 1]. 8. —"7. 9. —1. 
1 2 
10. 一 -一 一， 11. =. 
(4 3 

sin (< 9) 


13. 2 14. 5cv —c2—1. 


二 、( 第 15 题 至 第 18 题 ) 


代号 | B | CcC | | DD 
三 、( 第 19 题 至 第 23 题 ) 
19. [ 解 ] (1) 因为 PAl 底面 4BCD, 所 以 
PAJLCD, 又 4DLCD, 所 以 CD 平面 P4DD， 
从 而 CDILPD. 


因为 PD=\/22+(2V3)?=2V3,CD=2, 
所 以 三 角形 PCD 的 面积 为 > x2x2V3 = 
2V3. 


12. [2, 5]. 


7-48 


B C 

(2) [解法 一 ] 如 图 所 示 , 建立 空间 直角 坐 

标 系 , 则 B(2,0,0),，C(2,2V3,0),，E(l, V3, 1), 
AE = (1, V5, 1), BC = (0,2V3, 0). 
设 衫 如 的 交角 为 0 则 

_ AE:BC 4 V2 

IAElIBC| 2x2v2 2 





村 





由 此 知 ， 异 面 直线 BC 与 4E 所 成 的 角 的 
大 小 是 了. 

[解法 二 ] 取 .PB 中 点 ,连接 EF、AF, 则 
EF//BC， 从 而 ZAEF (或 其 补 角 ) 是 异 面 直 
角 BC 与 AE 所 成 的 角 . 

在 AAEF 中, 由 EF = V2、 AF = V2、 
AE =2 知 人 ABF 是 等 腰 直 角 三 角形 ， 所 以 

LA 万 = 二 . 

因此 ， 异 面 直线 BC 与 4 所 成 的 角 的 大 
小 是 


2—27xz>0, 
20. [ 解 ] (1) 由 人 1]、0 


le(2— 27)— 一 

< 7)—lg(z+1) er 
二 < 10. 因为 z 十 1 > 0, 所 以 

人 十 1 ] 


T+1< 2 27x < 10z 十 10， -3<z<F# 


得 -1<z<1. 
2 一 27 





< 


1 得 1 < 
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—1l<zr<1, 2 1 
由 2 1 得 一 <x< =. 
3°<?<s3 3 3 


(2) 当 zefl,23 时 , 2 一 ze[0,1], 因此 

y= g(7)=9g9(7x—2)=9(2-—7)= 1(2—7)= 
lg(3 — 7). 

由 单调 性 可 得 ye [0, lg 2]. 

因为 z = 3 一 10Y, 所 以 所 求 反 函数 是 9 = 
3— 10*, x € [0, lg 2]. 

21. [ 解 ](1) t=0.5 时 , P 的 模 坐 标 x, = 7t = 


了 ,代入 抛物 线 方程 y 一 To 得 尸 的 纵 坐 标 
六 一 3. 
由 |4 已 |= EE 
V949 海 里 /时 . 


由 tan LOAP= 二 | 得 LOAP= arctan 了 | 


卜 吉 提 上 速度 的 方向 为 北 仿 东 srctan 了 弧度 ， 


(2) 设 救 援 船 的 时 速 为 vo 海里, 经 过 上 小 时 
追 上 失事 船 , 此 时 位 置 为 (7t, 12t2). 
由 vt = V(7t)? 十 (2 十 12)2， 


整理 得 v2 = 144(#2 + 互 ) + 337. 


因为 如 十 三 > > 2 当 且 仅 当 ; = 1 时 等 号 


成 立 ， 
所 以 她 > 144 x 2+337= 252 即 v > 25. 
因此 , 救援 船 的 时 速 至 少 是 25 海 里 才能 追 
上 失事 船 . 


22. 解 ] () 双 曲 线 Ci : 车 一 这 =1, 左 项 点 
2 
A( 一 ,0), 渐 近 线 方程 : y = 土 V2x. 
过 点 4 与 渐 近 线 y = V3z 平 行 的 直线 广 
程 为 y = VS(z+ 次) my = Vaz +1. 


; 得 救援 船 速度 的 大 小 为 


__V2 
名 方 和 组 人 V2%, “1 4 
y= V2z+1 _1 
一 了 
所 以 所 求 三 角形 的 面积 为 8S = > | 04 | 
_vV2 
|yl= 


(2) 设 直线 PQ 六 上 于 和 一 因 直 线 
二 太 -一 2 一 

PQ 与 已 知 圆 相 切 , 故 5 1, Bb* = 2. 
由 人 
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+x2 二 2b, 

设 Plzboh Qe2,99), 1 

Xny = (x1 十 四 (zz + b), 所 以 

OP.00@ = zi7x2 + YY = 27172 十 b(z1 十 
Xo) +0=2(-1—b)+202+B=b—2=0. 

故 OP 1 O68. 

(3) 当 直 线 ON 垂直 于 x 轴 时 ， 

IONFD IOMF 次, 则 oO 到 直线 MAN 
的 距离 为 3. 

当 直 线 ON 不 牌 直 于 >z 轴 时 ， 

设 直线 ON 的 方程 为 y = kz (显然 | k |> 
“) 
2 / 几 ) 

则 直线 OJM 的 方程 为 y = 一 天 2， 

1 
2 
4 一 kx, , 4 十 大 2 7 
和 和 2 6 
YT 44 
» 1+k2 
所 以 | ON |*= 证 到 
1 十 

同 理 | OM | 一 Ik2 1 

设 O 到 直线 MN 的 距离 为 a. 

因为 (OMI +IONL)a 4OMIONE, 

1 1 1 3k2+3 

所 以 二 [IOME1IONE ™ R11 
即 d = 3. 


综 上 , O 到 直线 MN 的 距离 是 定 值 . 

23. [ 解 ] (1) 选取 而 =(z,2), Y 中 与 对 垂直 
的 元 崇 必 有 形式 (一 1,b). 

所 以 zx = 25, 从 而 z = 4. 

(2) 证 明 : 取 ai 二 (x1, X71) E Y. 设 a2 二 
(s,t) EY 满足 ai :==0. 

由 (s 十 加 zl 一 0 得 s 十 上 一 0, 所 以 s,t 寞 号 . 

因为 -1 是 其中 唯一 的 负数 , 所 以 s,t 之 
中 一 为 一 1, 另 一 为 1, 故 1e X. 

假设 z=1, 其 中 1<k<n, 则 0<zi<1< 
Tn. 

选取 可 = (x1,Xn) EY, 并 设 艳 =(s, 疏 < 
立 满 足 刺 ,到 =0, 即 szi 十 tn = 二 0, 则 s,t 寞 
号 , 从 而 s,t 之 中 恰 有 一 个 为 一 1. 

若 s = 一 1， 则 zl = trn > tz1) 牙 盾 ; 

车 t= 二 一 1, 则 zw = szl < s 志 wn, 政 盾 . 

所 以 zi 一 1. 

(3) [解法 一 ] 狂 测 zi = 


gq!, i 二 1, 2,.，， ;2- 
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记 Ak={~1,1,x2,:……, Zk}, k=2,3,. “Nn, 

先 证 明 : 车 Ax41 具 有 性 质 P, 则 A 也 具 
有 性 质 了 . 

任 取 al = (sstE 4 当 s,t 中 出 现 
一 1 时 , 显然 有 a2 满足 1 :02 = 0; 

当 s 关 一 1 且 t 关 一 1 时 , 则 s,t 之 1 

因为 Akp+1 具有 性 质 P, 所 以 有 2 = (si， 
t1), 8S1,t1 € Ak+1, 使 得 -02 = 0, 从 而 sl 和 
t1 中 有 一 个 是 -1 不 妨 设 s1 = 一 1. 

假设 妇 E Arri 且 ¢ Ak, 则 #1 二 ZK 十 1， 由 
(s,t) (一 1, ZE) 二 0, 得 s = 如 b+l Zk41 与 
se 4 下 对 

所 以 t1 所 Ark. 从 而 .41 也 具有 性 质 卫 . 


现 用 数 富 归纳 法 证 明 : 2i = qi,71= 1, 
2,...， 

当 凡 一 2 时 , 结 结论 显然 成 立 ; 

假设 n= 二 上 时 ， 4 一 {—1,1, x2,.…: ,Tk} 有 
性 质 卫 ， 则 zz = gq-1, i = 1,2,:… ) 天; 

当 nn = 二 上 十 1 时 ， 车 Akt+1 = {一 1,1, 7x2,:… ， 


Th, Tk+1} 有 性 质 卫 ， 则 Ak={—1,1, 72,: “" , Tk} 
也 有 性 质 P, 所 以 Akp41 = {一 1,1,9,:… ,gt-1!， 
Tk+1}. 

取 可 = (zk+1,9),， 并 设 可 = (s, 引 满足 
Ql :02 二 0. 由 此 可 得 s = 一 1 或 t= 一 1. 

车 t 一 一 1 则 zk+l 一 二 和 0 不 可 能 

所 以 s = -1, zer1 = qt =qg «< «有 
Tk+1 > gl) 所 以 zk+l 一 的， 

综 上 所 述 ， Ti 二 gi!, i 二 1,2,.…: ,2 


[解法 二 ] 设 如 = (sb) 天 = (s2,t2), 则 
豆 .不 = 0 等 价 于 纽 = - 王 . 
tl S92 


iaB= {slseX,teX,lsl> lt , 则 数 集 
义 具 有 性 质 忆 当 且 仅 当 数 集 B 关 于 原 上 扣 对 称 . 


注意 到 一 1 是 关中 的 唯一 负数 ，B 门 
(一 co,0) = {一 Z2, 一 Z3,… ;一 Tn} 共有 nn 一 1 个 


数 ， 所 以 BO,+o 人 也 具有" 1 个 数 . 
Tn Tn ,Tn p 
pi 已 有 

















Tn TX 
< Tn 
zn Tn—2 £2 rl 
n—1l n-l 一 .< 2 一 工 
Tn—2 Yn—3 Tr1 
2 
”1 zr To 
注意 到 > 之 和 过 > .> 一 ,所 以 
六 必 1 zo Xl 
XI 一 、 
-Zn -= Zr-1 = .… = 畦 ,从 而 数列 的 通 项 
Cn—l Ln—2 wl 
I 
为 zk 二 zi1( 之 ) ce 一 ,大 一 1,2, 了 
之 1 


也 谈 中 学 里 为 什么 要 学 微 积 分 ? 


张 莫 宙 赵 小 平 


进入 21 记 纪 , 我 国 的 《 普 道 高 中 数学 课程 标 
准 》 把 微 积分 列 入 中 学 的 必修 内 容 , 进展 顺利 . 与 
此 同时, 上海 二 期 课 改 的 课程 标准 却 把 一 期 课 改 
已 经 进入 高 中 课程 的 微 积 分 删除 了 , 令 人 详 寞 . 
近 闻 上 海 数学 课程 标准 正在 修订 , 有 意 恢复 微 积 
分 内 容 , 做 到 全 国 一 致 . 

不 过 , 中 学 生 要 不 要 学 微 积 分 ? 为 什么 要 学 
微 积分 , 还 存在 着 不 少 分 歧 . 

及 对 在 中 学 学 习 微 积分 的 意见 认为 , 中 学 学 
习 微 积分 不 深 不 透 , 者 成 了 夹 生 饭 , 还 是 到 大 学 
电 一 气 呵 成 为 好 . 中 小 学 打 好 初等 数学 基础 , 才 
二 最 重要 的 ， 有 一 种 意见 蚌 把 微 积分 当做 一 种 
运算 工 其 , 学 生 学 会 求 导数 .积分 , 能 用 来 研究 函 
数 性 质 , 解决 有 关 函 数 问 题 , 例如 用 导数 研究 孙 
数 的 单调 性 和 极 值 问题 等 ， 至 于 微 积分 的 理论 ， 
还 是 留待 大 学 去 学 习 . 这 相当 于 从 前 的 《初等 微 
积分 》. 又 一 种 意见 是 , 概 么 不 学 , 要 学 就 得 原 原 
本 本 地 弄 清 楚 . 从 数列 极限 、 函数 极限 、 连 续 、 可 
导 、 中 值 定理 、 积 分 、 微 积分 基本 内 理 , 一 样 不 能 
少 . 

那么 , 是 否 还 可 以 有 另 一 种 思路 , 把 微 积分 
当做 文化 来 学 习 , 也 就 是 说 , 一 般 中 学 生 学 习 微 
积分 的 目的 在 于 体验 和 欣赏 一 种 变 基 数学 的 文 
化 , 重点 放 在 常量 与 变 营 , 曲 与 直 , 平均 速度 与 瞬 
时 速度 , 效 体 与 局 部 等 数学 思想 方法 上 , 展现 牛 
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顿 那个 时 代 的 数学 创新 风貌 . 学 生 所 获得 的 厦 微 
积分 所 带 来 的 一 种 心灵 震撼 , 体会 到 初等 数学 到 


. 高 等 数学 的 一 种 思想 观念 上 的 升华 . 这 里 不 追求 


党 整 的 系统 闹 述 , 只 用 常识 来 理解 极限 ， 求 导 、 
求 积分 的 论证 可 以 只 限于 多 项 式 函数 , 其 余 的 内 
容 , 如 导数 表 , 微分 中 值 定理、 微 积分 基本 定理 ， 
都 作为 结论 推出 , 不 加 证 明 ， 这 样 做 ,教学 时 数 
不 会 太 多 , 20 一 30 学 时 也 许 就 够 了 ， 

我 们 诵读 一 首 唐诗 , 欣赏 一 幅 名 画 , 观看 一 
部 戏剧 ,听取 一 段 音乐 , 并 不 要 求 会 写 诗 . 会 作 
夯 、 会 演戏 .会 作曲 , 重 在 感染 、 旅 陶 .事实 上 , 中 
学 里 的 原子 物理 内 容 , 生物 学 里 讲 DNA、RNA， 
也 是 对 已 经 发 现 的 事实 进行 陈述 和 欣赏, 让 学 生 
当做 一 种 科学 常识 加 以 接受 

细 细 想来 , 高 中 生 毕 业 后 从 事 各 行 各 业 的 工 
作 , 除非 是 理工 .金融 等 行业 , 大 多 数学 生 一 辈子 
不 会 去 求 一 个 函数 的 导数 . 但 是 , 你 作为 一 个 新 
疗 记者 在 采访 的 时 候 ` 一 个 外 文 翻 详 在 翻 详 过 程 
中 .一 名 公务 员 在 接触 交往 过 程 中 , 难免 昕 到 有 
关 微 积分 的 内 容 . 这 时 如 能 大 体 了 解 .从 容 应 对 ， 
当 是 一 种 优秀 的 素质 

至 于 一 些 有 志 于 从 事理 工 研究 的 中 学 生 , 我 
们 应 该 有 一 门 高 级 的 微 积分 选修 课 , 原原本本 地 
讲 微 积分 , 到 大 学 里 可 以 免 修 . 这 不 过 是 一 种 设 
想 , 项 要 实验 研究 . 作为 改革 开放 排头 兵 的 上 海 
试 一 试 如 何 ? 
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